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ATA DA CENTESIMA SEXAGESIMA TERCEIRA DEFESA DE TESE DE
DOUTORADO DA ALUNA DAFNE CAMPOS LIMA BESSADES,
REGULARMENTE MATRICULADA NO PROGRAMA DE POS-GRADUACAO
EM MATEMATICA DO INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS, REALIZADA DIA 28 DE
ABRIL DE 2021.

Aos vinte e oito dias do més de abril de 2021, as 10h00, em reuniio publica virtual na
Plataforma Google Meet pelo link https:/meet.google.com/tij-cmjx-bvj (conforme
mensagem eletronica da Pré-Reitoria de Pos-Graduagdo de 26/03/2020, com orientagdes
para a atividade de defesa de tese durante a vigéncia da Portaria n° 1819), reuniram-se
os professores abaixo relacionados, formando a Comissdo Examinadora homologada
pelo Colegiado do Programa de Pés-Graduagio em Matematica, para julgar a defesa de
tese da aluna Dafne Campos Lima Bessades, intitulada: “Grau minimo de identidades
standard de dlgebras de matrizes com involucdo graduada”, requisito final para
obtengio do Grau de Doutora em Matemitica. Abrindo a sessdo, a Senhora Presidente
da Comissdo, Profa. Ana Cristina Vieira, apos dar conhecimento aos presentes do teor
das normas regulamentares do trabalho final, passou a palavra 4 aluna para apresentagio
de seu trabalho. Seguiu-se a arguigéio pelos examinadores com a respectiva defesa da
aluna. Apos a defesa, os membros da banca examinadora reuniram-se reservadamente,
sem a presenca da aluna, para julgamento e expedigio do resultado final. Foi atribuida a
seguinte indicagéo: a aluna foi considerada aprovada sem ressalvas e por unanimidade.
O resultado final foi comunicado publicamente a aluna pela Senhora Presidente da
Comissdo. Nada mais havendo a tratar, a Presidente encerrou a reunido e lavrou a
presente Ata, que serd assinada por todos os membros participantes da banca
examinadora. Belo Horizonte, 28 de abril de 2021,
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Orientadgra (UFMG)
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“...In this world there is room for everyone. And the good earth is rich and can provide
for everyone. The way of life can be free and beautiful, but we have lost the way. Greed has
poisoned men’s souls, has barricaded the world with hate, has goose-stepped us into misery
and bloodshed. We have developed speed, but we have shut ourselves in. Machinery that
gives abundance has left us in want. Our knowledge has made us cynical. Our cleverness,
hard and unkind. We think too much and feel too little. More than machinery we need
humanity. More than cleverness we need kindness and gentleness. Without these qualities,
life will be violent and all will be lost...

...Let us fight for a new world - a decent world that will give men a chance to work -
that will give youth a future and old age a security...

...Let us fight to free the world - to do away with national barriers - to do away with greed,
with hate and intolerance. Let us fight for a world of reason, a world where science and
progress will lead to all men’s happiness...”

(Final speech from The Great Dictator, Charlie Chaplin)



Resumo

Seja F' um corpo de caracteristica zero. Uma superdlgebra associativa A = Ay & A
munida de uma involucao * é dita uma *-superalgebra se Af = Ay e A7 = A;. Nesse caso,
também dizemos que a involugao * é uma involugao graduada em A. Em [19] os autores
provaram que para F' um corpo algebricamente fechado, as tinicas involugoes graduadas
que podem ser definidas, a menos de isomorfismo, nas superédlgebras de matrizes My ;(F)
sdo a involugao transposta (t) e a involucao simplética (s), onde a involugao simplética
ocorre somente quando k =1 e[ # 0 ou quando [ =0 e k é par.

Nesta tese estamos interessados no estudo da minimalidade do grau de identidades
standard das superalgebras de matrizes My ;(F') munidas de involucoes graduadas. Mais
especificamente, fornecemos o grau minimo de (Zs, *)-identidades standard cujas varidveis
sdo pares, simétricas ou antissimétricas, de (M ;(F'),t) e estabelecemos cotas superiores e
inferiores para o grau minimo de (Zs, *)-identidades standard cujas varidveis sdo {mpares,
simétricas ou antissimétricas, de (M, (F),t). Além disso, determinamos o grau minimo
de (Zs, x)-identidades standard cujas varidveis sdo pares, simétricas ou antissimétricas, de
(M. 1 (F),s) e fornecemos o grau minimo de (Zy, *)-identidades standard cujas varidveis
sdo impares e antissimétricas de (M (F), s).

Palavras chaves: x-superalgebras de matrizes, involugao graduada transposta, involucao
graduada simplética, identidades standard, grau minimo, grafos canceladores.
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Abstract

Let F be a field of characteristic zero. An associative superalgebra A = Ay @® A; endowed
with an involution * is a *-superalgebra if Aj = Ay and A7 = A;. In this case, we also say
that * is a graded involution on A. In [19] the authors proved that for an algebraically
closed field F', the only graded involutions that can be defined, up to isomorphism, on
the matrix superalgebras My ;(F') are the transpose involution (¢) and the symplectic
involution (s), where the symplectic involution occurs only when k& = [ and [ # 0 or when
[ =0 and k is even.

In this thesis we are interested in the study of the minimality of the degree of stan-
dard identities of matrix superalgebras M, ;(F') endowed with graded involutions. More
specifically, we provide the smallest degree of a standard (Z,, *)-identity in symmetric
and also in skew variables of even degree of the x-superalgebra (My (F),t) and establish
upper and lower bounds for the minimal degree of a standard (Zs, *)-identity in symme-
tric and also in skew variables of odd degree of (M (F),t). In addition, we determine
the smallest degree of a standard (Zs, *)-identity in symmetric and also in skew variables
of even degree of the x-superalgebra (M ;(F), s) and we provide the smallest degree of a
standard (Zs, *)-identity in skew variables of odd degree of (M x(F), s).

Keywords: x-superalgebras of matrices, transpose graded involution, symplectic graded
involution, standard identities, minimal degree, cancelling graphs.
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Introducao

Seja A uma algebra associativa sobre um corpo F' de caracteristica zero. Denotaremos
por F(X) a élgebra livre associativa livremente gerada por um conjunto X de varidveis.
Na teoria das algebras associativas é comum e imediato nos perguntarmos se uma algebra
A é comutativa, se tem dimensao finita, se é nilpotente, entre outras diversas questoes que
podem ser abordadas com relacao a sua estrutura. Uma das razoes para essas observacoes
serem realizadas é a tentativa de identificarmos essas algebras em classes, para posteri-
ormente estudarmos intrinsecamente cada uma delas. Nesse sentido, devido as suas boas
caracteristicas algébricas, existe um grande interesse na classe das algebras de dimensao
finita. Essa classe foi profundamente estudada e esses estudos culminaram em importan-
tes teorias, como por exemplo, a teoria de representacoes de algebras de dimensao finita.
Além disso, a classe das algebras de dimensao finita também desempenham um papel
fundamental na teoria das algebras com identidades polinomiais.

Uma identidade polinomial de uma édlgebra A é um polinomio f(z1,...,x,) na dlgebra
livre F/(X) que se anula sob quaisquer substitui¢oes de elementos da algebra A. Uma
algebra A é denominada uma Pl-dlgebra se ela satisfaz, pelo menos, uma identidade
polinomial nao nula.

O polinomio standard de grau n é definido como sendo o polinomio

Stn($1, Ce ,:L‘n) = Z Sgn(a) xg(l) .. .xg(n),

O’GSn

onde S, denota o grupo simétrico de grau n e sgn(o) o sinal da permutacao o. Nitida-
mente, as algebras de dimensao finita satisfazem o polinomio standard com grau maior
que a dimensao da algebra considerada. Desse modo, a classe das Pl-dlgebras contém a
classe das algebras de dimensao finita.

Entre as dlgebras de dimensao finita, é conhecido que a algebra de matrizes M, (F)
desempenha um papel importante e o seu estudo no ponto de vista da Pl-teoria é ainda
mais relevante, vide as abordagens fornecidas para o estudo de suas identidades po-
linomiais que costumam ser bastante produtivas para a &area. Contudo, a descrigao

completa dessas identidades nao é uma tarefa simples e até o momento apenas o caso



n = 2 foi completamente compreendido, isto é, existe uma descricao completa das iden-
tidades polinomiais satisfeitas por My (F') (ver [13], [37]), mas ndo temos uma descrigao
completa para as identidades polinomiais satisfeitas por M,,(F), para n > 3.

Desse modo, um estudo mais cuidadoso e detalhado das ja conhecidas identidades
polinomiais de M, (F') torna-se necesséario. Entre essas relevantes identidades polinomiais
temos o polinémio standard que, como vimos acima, com grau n? + 1 é uma identidade
polinomial de M,,(F). Mais que isso, em 1950 Amitsur e Levitzki demonstraram o seguinte

teorema.

Teorema 0.1. (Amitsur e Levitzki, [2]) O polinomio standard de grau 2n
Ston (1, ..., xep) = Z sgn(0) To(1) - - - To(2n)
0€S2n
¢ uma identidade polinomial da dlgebra de matrizes M, (F'). Além disso, nao existe uma

identidade polinomial de M, (F) com grau menor que 2n.

Em particular, quando apenas polinomios standard sao considerados o Teorema de
Amitsur e Levitzki estabelece que 2n é o grau minimo de identidades standard de M, (F').
Entre as diversas questoes que surgem inspiradas no Teorema de Amitsur e Levitzki,
a minimalidade do grau de identidades standard para a algebra de matrizes em outros
contextos despertou um grande interesse de pesquisadores de varias dareas da dlgebra. No
caso das algebras de matrizes munidas de uma involugao, o problema da minimalidade do
grau de identidades standard foi abordado pela primeira vez, em 1958, por Kostant.

E notério que, quando F' é um corpo algebricamente fechado, a involugao transposta ()
e a involugao simplética (s) s@o, a menos de equivaléncia, as unicas involugoes em M, (F')
(veja, [42, Teorema 3.1.61]), sendo que a involugao simplética estd definida somente para
matrizes de ordem par.

O teorema de Kostant que enunciamos a seguir nos diz que quando apenas substi-
tuigdes de matrizes antissimétricas (com rela¢ao a involugao transposta) de M, (F') sdo
consideradas, essas substitui¢oes sempre se anulam quando o grau do polinémio standard

for maior ou igual a 2n — 2, no caso em que n é par.

Teorema 0.2. (Kostant, [30]) O x-polinémio Sto,_o(z1, ..., 29n—2) € uma *-identidade

standard em varidveis antissimétricas de (M, (F),t), para todo n > 2 par.

Posteriormente, usando teoria de grafos, Rowen [41] estendeu o teorema de Kostant

para todo n e estabeleceu a minimalidade do grau através do seguinte teorema.

Teorema 0.3. (Rowen, [41]) O x-polinomio Sto,_o(21,...,2m—2) € uma *-identidade

standard em varidveis antissimétricas de grau minimo de (M, (F),t), para todo n > 2.
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No mesmo ano em que Rowen apresentou a sua demonstragao para as questoes rela-
cionadas ao teorema de Kostant, outros dois matematicos, a saber Owens e Hutchinson,
apresentaram demonstragoes diferentes para essas questoes (ver [27] e [35]). Apesar de
coincidentemente Hutchinson, Owens e Rowen terem usado ferramentas provenientes da
teoria de grafos em suas demonstragoes, as abordagens fornecidas por cada um deles para
as questoes diferem-se consideravelmente.

Em 1976, Slin’ko abordou o caso em que as variaveis da identidade standard de
(M,(F),t) sao simétricas e estabeleceu que o *-polinomio Sto,(y1,...,%2,) € uma
x-identidade em varidveis simétricas de grau minimo de (M, (F),t), para todo n > 1.

Alguns anos mais tarde, Rowen abordou a questao para a involucao simplética no
caso em que as variaveis do polindmio standard sao simétricas e obteve que o *-polindmio
Stam—2(y1, - - -, Yam—2) é uma x-identidade standard em varidveis simétricas de (My,,(F), s),
para todo m > 1.

Nesse mesmo artigo, Rowen demonstrou que o grau minimo de uma *-identidade stan-
dard em varidveis simétricas de (My(F), s) e (My(F),s) é igual a 2 e 6, respectivamente.

Em vista disso, a seguinte conjectura foi posta.

Conjectura 0.4. (Rowen, [43]) O grau minimo de uma *-identidade standard em varidveis

simétricas para (May,(F),s) € igual a 4m — 2, para todo m > 1.

Em 1992, em sua tese de doutorado, Adamsson [1] confirmou a conjectura de Rowen
nos casos em que m = 3 e m = 4, mostrando que o grau minimo de uma *-identidade
standard em varidveis simétricas de (Mg(F),s) e (Ms(F'),s) sao, respectivamente, 10 e
14.

Recentemente, em 2019, Bessades, Leal, dos Santos e Vieira [5] confirmaram essa
conjectura para os casos em que k = 2", para todo n > 1, mostrando que o grau minimo
de uma x-identidade standard em varidveis simétricas de (Man(F'),s) é igual a 2"+ — 2,
para todo n > 1.

Finalmente, em 2016, Giambruno, loppolo e Martino [18] consideraram o caso de
variaveis antissimétricas em (M, (F'), s) e concluiram a questdao para este caso através

do seguinte teorema.

Teorema 0.5. (Giambruno et al, [18]) O x-polindmio Sty (z1,29,...,%24m) € uma
x-identidade standard em varidveis antissimétricas de grau minimo de (Ma,,(F), s), para

todo m > 1.

Nesse artigo, considerando variagoes necessarias, Giambruno, loppolo e Martino abor-

daram o estudo da minimalidade do grau de identidades standard no contexto de algebras



de matrizes munidas de superinvolucao. Instigados por esse estudo e por essas variagoes
propostas em [18], nesta tese nos propomos a considerar o estudo da minimalidade do
grau de identidades standard no contexto de x-superalgebras de matrizes. Desse modo,

focamos em resolver as seguintes questoes:

Questao 1: Determinar o grau minimo de (Zy, *)-identidades standard cujas varidveis

sdo pares, simétricas ou antissimétricas, de (M (F),1).
Questao 2: Determinar o grau minimo de (Zy, *)-identidades standard cujas varidveis

sdo impares, simétricas ou antissimétricas, de (M (F),1).

Questao 3: Determinar o grau minimo de (Zy, *)-identidades standard cujas varidveis

sdo pares, simétricas ou antissimétricas, de (M (F), s).

Questao 4: Determinar o grau minimo de (Zy, *)-identidades standard cujas varidveis
(

sdo impares, simétricas ou antissimétricas, de (M (F), s).

Para abordar algumas dessas questoes usamos a interpretagao grafica, dada por Hut-
chinson [27] e Owens [35], para substitui¢des de matrizes simétricas com rela¢do a in-
volugao transposta no polinomio standard. Desse modo, algumas solugoes propostas
nesta tese foram obtidas usando métodos combinatoriais que, assim como ocorrem com
os problemas discutidos por Hutchinson em [27], podem ser vistas como solugdes para
problemas envolvendo grafos.

Esta tese é constituida por trés capitulos e um apéndice que estao organizados da
seguinte maneira.

No Capitulo 1 definimos o polinomio standard e apresentamos algumas importantes
propriedades deste polinomio. Apresentamos o Teorema de Amitsur e Levitzki no con-
texto ordinario e apresentamos os teoremas do tipo Amitsur e Levitzki que abordam o
problema de determinar o grau minimo de identidades standard para algebras de matrizes
no contexto de involucao. Por fim, apresentamos o ambiente das x-superdlgebras e intro-
duzimos o problema de determinar o grau minimo de identidades standard para algebras
de matrizes no contexto de involugoes graduadas.

No Capitulo 2 abordamos o problema de determinar o grau minimo de
(Zs, %)-identidades standard para as x-superélgebras de matrizes munidas da involugao
transposta. Fornecemos precisamente o grau minimo de (Zo, x)-identidades standard
cujas varidveis sao pares, simétricas ou antissimétricas, de (M ;(F),t). No caso das
(Zs, %)-identidades standard cujas varidveis sao impares, simétricas ou antissimétricas, de
(M (F),t) fornecemos cotas superiores e inferiores para o grau minimo dessas

(Zs, %)-identidades e posteriormente conjecturamos que as cotas inferiores fornecem de



fato o grau minimo.

No Capitulo 3 ¢é abordado o problema de determinar o grau minimo de
(Zs, %)-identidades standard para as x-superélgebras de matrizes munidas da involugao
simplética. Inicialmente, determinamos o grau minimo de (Zo, *)-identidades standard
cujas varidveis sao pares, simétricas ou antissimétricas, de (M ,(F'),s). Em seguida,
fornecemos o grau minimo de (Zy, *)-identidades standard cujas varidveis sdo {mpares
e antissimétricas de (M (F'),s). Por fim, estabelecemos uma conjectura para o grau
minimo no caso em que as variaveis consideradas nas (Zs, *)-identidades standard de
(M., (F),s) sdo impares e simétricas.

No Apéndice A estao apresentados todos os objetos e resultados da teoria de grafos
que sao necessarios para as abordagens fornecidas em problemas tratados nos Capitulos
2 e 3. Desse modo, recomendamos que a leitura do Apéndice A seja realizada apds o
Capitulo 1. No Apéndice B apresentamos a demonstracao do Teorema 2.15 que nao foi
incluida ao longo do Capitulo 2 a fim de manter a clareza da exposicao.

Os resultados para varidveis pares (simétricas ou antissimétricas), tanto para o caso
de involugdo transposta quanto para involugao simplética, foram resolvidos em [6]. Os
resultados para varidveis impares simétricas para o caso da involucao simplética, estao
apresentados em [7] e os resultados para varidveis impares (simétricas ou antissimétricas)
no caso da involugao transposta, serao apresentados em [8].

Por fim, é importante ressaltar que, assim como foi considerado nessa introducao,
ao longo de todo o texto os corpos considerados tém caracteristica zero e as algebras

consideradas sao associativas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos alguns conceitos e resultados provenientes da teoria de
PI-4lgebras que serao necessarios para exibir de modo claro o importante Teorema de
Amitsur e Levitzki [2]. Dentre as diversas questdes que surgem a partir do Teorema de
Amitsur e Levitzki, a questao motivadora desta tese esta relacionada ao grau minimo de
identidades standard. Nesse sentido, inicialmente apresentaremos as versoes andlogas para
esta questao no contexto das algebras de matrizes com involugao. Finalmente, introdu-
ziremos as algebras de matrizes com involugao graduada e estabeleceremos os problemas

que serao tratados nesta tese.

1.1 PIl-algebras e algebras com involucao

Ao longo de toda a tese consideraremos F' um corpo de caracteristica zero e A uma algebra
associativa sobre F. Denotaremos por F(X) a dlgebra livre unitaria associativa gerada
por um conjunto enumeravel X = {xy,xs,...} de varidveis sobre F.

Um polinémio f(x1,...,z,) € F(X) é dito uma identidade polinomial de A, e de-
notado por f =0 em A, se f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer elementos ay,...,a, € A.
Nitidamente o polinomio nulo é sempre uma identidade polinomial de uma algebra. Desse
modo, diremos que A é uma Pl-dlgebra se existir alguma identidade polinomial nao nula
de A.

O conjunto de todas as identidades polinomiais de A é um T-ideal de F(X), isto é,
Id(A) ={f € F(X)| f =0em A} é um ideal bilateral de F'(X) invariante sob todos os en-
domorfismos de F'(X). Um conjunto de geradores de Id(A) como um T-ideal é chamado de
uma base de identidades polinomiais de A. E bem conhecido que, em caracteristica zero, o
T-ideal de uma algebra é completamente determinado pelos seus polinomios multilineares
(veja, por exemplo, [22, Corolédrio 1.3.9]). Convém lembrar que um polindémio é multili-

near quando todas as suas variaveis aparecem em cada um dos seus monomios exatamente
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uma vez e que para mostrar que um polinomio multilinear é uma identidade polinomial
de uma algebra A, basta mostrar que ele se anula sob quaisquer substituicoes tomadas
em uma base da édlgebra A como espaco vetorial sobre F' (veja, [22, Observagao 1.3.4]).
Um exemplo importante de um polinomio multilinear é o chamado polinomio standard.

O seu estudo é o objeto central desta tese e este polinomio é definido da seguinte maneira.

Definigao 1.1. Definimos o polinémio standard de grau n como sendo o polinomio

Stp(xy, ... x,) = Z sgn(0) To() - - - To(n)s

gESy

onde S,, denota o grupo simétrico de grau n e sgn(o) o sinal da permutacao o.

O polinomio standard tem diversas propriedades especiais. Dentre elas, usaremos com
muita frequéncia as que serdo apresentadas na seguinte proposicao (ver demonstragoes

em, por exemplo, [22, Secao 1.5]).

Proposicao 1.2. O polinomio standard de grau n satisfaz:

1. Sto(x1, .o Ty Ty Ty) = —Sta(T1, . Ty, Ty, Ty), DTG qUATSqUET
i,j € {1,...,n}. Em outras palavras, o polinomio standard é alternado nas varidveis
Ti1yeooy Ty,

2. Sto(Zo), - -5 Tomy) = sgn(o) Stu(x1,...,2,), para toda o € S,,.

3. Dada uma dlgebra A, se aq,...,a, € A sao linearmente dependentes sobre F', entdo
Sty(ai,...,a,) =0.

n+1

4. Stpa(z1,. 0 xp01) = Z(—l)i’lxiStn(xl, oy Ly ooy Tpy1), onde o simbolo Z; de-
i=1

nota a omissao da varidvel x;. Em particular, a identidade standard de grau n + 1

¢ consequencia da identidade standard de grau n.

Seja M (F) a dlgebra de matrizes k X k com entradas em F. Em 1950, Amitsur e

Levitzki estabeleceram o seguinte importante teorema.

Teorema 1.3. (Amitsur e Levitzki, [2]) O polinomio standard de grau 2k
Stor(x1,. .., Top) = Z sgn(0) To(1) - - - To(2k)
€Sy,
¢ uma identidade polinomial da dlgebra de matrizes My(F'). Além disso, nao eriste uma
identidade polinomial de My(F') com grau menor que 2k, e se k > 2 ou a caracteristica

de F' for diferente de 2 entdao, a menos de escalar, Sty € a unica identidade polinomial

de grau 2k satisfeita por My(F).
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O Teorema de Amitsur e Levitzki é considerado uma das pedras angulares da teoria de

PI-dlgebras, pois além de ser um dos precursores da teoria, as diversas demonstragoes que

surgiram para esse teorema ao longo dos anos forneceram técnicas bastante diversificadas

e frutiferas para area. A seguir elencamos algumas das diversas demonstragoes conhecidas

e alguns dos trabalhos que surgiram a partir das técnicas utilizadas em cada uma delas.

. Em 1958, Kostant [30] apresentou uma demonstragao usando a teoria de cohomolo-
gia para dlgebras de Lie. O trabalho desenvolvido por Kostant em [30] influenciou

diretamente nos trabalhos [23] e [31].

. Em 1963, Swan [45] forneceu uma demonstracao usando como ferramenta a teoria de
grafos. As técnicas utilizadas nesta demonstracao foram posteriormente trabalhadas
nos artigos [4] e [39]. Em nosso estudo também iremos utilizar técnicas que foram
inspiradas por essa demonstracao. Por isso, no Apéndice A desta tese apresentamos

os elementos da teoria de grafos utilizados nessa demonstracao por Swan.

. Em 1974, como consequéncia da teoria de identidades de traco e do Teorema de
Cayley-Hamilton, Razmyslov [38] apresentou uma nova demonstracao para o teo-
rema. Posteriormente, a técnica utilizada por Razmyslov inspirou o artigo de Rowen

[43] que, por sua vez, desencadeou nos trabalhos [17] e [25].

. Em 1976, outra elegante demonstracao, usando de modo astucioso a &dlgebra de
Grassmann, foi fornecida por Rosset [40] e mais uma vez as técnicas usadas em [40]

foram aplicadas em diversos trabalhos, por exemplo, em [3], [14], [18] e [20].

. Alguns anos depois, Szigeti, Tuza e Révész forneceram uma nova demonstracao
em [39] usando também teoria de grafos. As construgoes feitas em [39] resultaram
em diversas outras identidades para as algebras de matrizes. Além disso, essas

construgoes deram origem aos trabalhos [11], [12] e [32].

. Finalmente, em 2004 Procesi apresentou a mais recente demonstracao para o Te-
orema de Amitsur e Levitzki. Essa demonstracao foi o primeiro passo dado por

Procesi para estabelecer posteriormente o trabalho [9].

Para além das formidaveis demonstracoes apresentadas para este teorema, diversas

questoes combinatorias da teoria de PI-adlgebras ainda surgem a partir dele. Por exemplo,

o fato do teorema estabelecer a minimalidade do grau de uma identidade polinomial de

My (F') despertou o problema de determinar o grau minimo de identidades standard em

variaveis simétricas ou antissimétricas para a algebra de matrizes My (F') munida de uma

8
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involugao. Por identidades standard queremos dizer polinomios standard que sao também
identidades e por grau minimo de uma identidade standard de A queremos dizer o menor
grau para o qual o polinomio standard é uma identidade polinomial de A.

Recordemos que uma aplicacao linear x: A — A é dita uma involucao do primeiro
tipo em A, se (a*)* = a e (ab)* = b*a*, para todo a,b € A. Ao longo desta tese
iremos trabalhar apenas com involugoes do primeiro tipo e por isso iremos denomina-las
apenas de involu¢ao. Uma dlgebra A munida com uma involugao * é denotada por (A, *)
e chamada de *-dlgebra. Nesse caso, A pode ser decomposta em uma soma direta de
subespacos A = AT @ A~ onde AT = (A, )T = {a € A | a* = a} denota o conjunto dos
elementos simétricos de A e A~ = (A,%x)” = {a € A | a* = —a} denota o conjunto dos
elementos antissimétricos de A. E notério que a aplicagao linear transposta

t: Mp(F) — My(F)
(aij)  —  (az)
¢ uma involugao em My (F).
Por outro lado, note que dada uma matriz M € My, (F') podemos escrevé-la na forma

A B
M:(C D)’ onde A,B,C,D € M,,(F).

Mantendo essa particao em mente, definimos a chamada involucdo simplética, usando a

sua forma explicita, dada pela férmula:

s t _ nt
(é g) N (—D(Jt ABi), onde A, B,C,D € My(F).

E conhecido que, quando F' é um corpo algebricamente fechado, a involucao transposta
(t) e a involugao simplética (s) sdo, a menos de equivaléncia, as dnicas involugoes em
M, (F) (veja, [42, Teorema 3.1.61]). E importante observar que a involucio simplética
esta definida somente para matrizes de ordem par.

Considerando o conjunto enumeravel X = {x, 2}, zo, 25, ...} de varidveis ndo comu-
tativas e definindo y; = x; + z7 e 2; = x; — x}, para todo ¢ > 1, obtemos os conjuntos
Y = {y1,y2...} de varidveis simétricas e Z = {z1,22...} de varidveis antissimétricas.
Assim, podemos considerar a algebra livre com involugdo F(X, %) = F(Y U Z, %) =
F{y1, 21,2, 22, ... ) como sendo gerada por varidveis simétricas e antissimétricas. Os ele-
mentos de F(X,*) sao chamados #-polindmios. Desse modo, dizemos que o *-polinémio

FWas e Yny 215+ 2m) € F(X, %) é uma *-identidade de (A, %) se

f(ahaQ;"'aanab17b27"'abm):07
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para quaisquer a, as, ...,a, € AT e by, by, ..., b, € A”.

O problema de determinar o grau minimo de *-identidades standard em varidveis
simétricas ou antissimétricas de (My(F),*) é totalmente contemplado ao estuda-lo nos
casos das x-dlgebras (My(F'),t) e (Ma,,(F'), s) (para mais detalhes ver [22, Teorema 3.6.8]).
Desse modo, o primeiro progresso feito nesse problema foi realizado em 1958, por Kostant
no artigo [30]. Nesse artigo além de expor uma demonstracao diferente para o Teorema

de Amitsur e Levitzki, Kostant demonstrou o seguinte.

Teorema 1.4. (Kostant, [30]) O %-polindmio Stox_o(z1, ..., 22k—2) € uma *-identidade

standard em varidveis antissimétricas de (My(F),t), para todo k > 1 par.

Alguns anos depois, Rowen em [41] estendeu o teorema de Kostant para todo k e
também mostrou a minimalidade do grau de uma *-identidade standard em variaveis

antissimétricas de (My(F),t).

Teorema 1.5. (Rowen, [41]) O x-polinomio Stor_o(21,...,20%—2) € uma *-identidade

standard em varidveis antissimétricas de grau minimo de (My(F),t), para todo k > 2.

Novamente, em 1982, Rowen revisitou o problema em [43] e obteve para o caso de

x-identidades standard em varidveis simétricas de (M, (F'), s) o seguinte teorema.

Teorema 1.6. (Rowen, [43]) O x-polinémio Stam—2(Y1,- .., Ysm—2) € uma *-identidade

standard em varidveis simétricas de (Ma,,(F),s), para todo m > 1.

Nesse mesmo artigo, Rowen mostrou que o grau minimo de uma *-identidade standard
em varidveis simétricas de (My(F),s) e (My(F'),s) é igual a 2 e 6, respectivamente. Por
esse motivo, ele conjecturou que 4m — 2 é, de fato, o grau minimo para todo m.

Por fim, os casos de varidveis simétricas em (M (F),t) e de varidveis antissimétricas
em (Mo, (F),s) foram considerados nos artigos [44] e [18] e completamente elucidados

pelos teoremas a seguir.

Teorema 1.7. (Slin’ko, [44]) O x-polinémio Stor(y1,-...,y2r) € uma x-identidade em

varidveis simétricas de grau minimo de (My(F'),t), para todo k > 1.

Teorema 1.8. (Giambruno et al, [18]) O x-polinomio Sty (z1,22,...,%4m) € uma
x-identidade standard em varidveis antissimétricas de grau minimo de (Ma,,(F), s), para

todo m > 1.

Inspirados na série de problemas discutidos acima, Giambruno, loppolo e Martino em

[18] diversificaram o estudo desses problemas ao considerd-los no contexto de algebras de

10
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matrizes com superinvolugoes. Nesta tese estudaremos as variagoes desses problemas fei-
tas em [18] para o contexto de algebras de matrizes com involugoes graduadas. Involugoes
graduadas nas algebras de matrizes sobre um corpo algebricamente fechado foram clas-
sificadas por Giambruno, dos Santos e Vieira (ver [19]) e serao apresentadas na préxima

secao.

1.2 Algebras com involucao graduada

Nesta secao faremos uma breve exposicao das chamadas *-superalgebras com o objetivo
de apresentar as involugoes graduadas nas algebras de matrizes e estabelecer a linguagem

necessaria para trabalharmos com identidades standard neste contexto.

Recordemos que uma dlgebra A ¢é dita uma superdlgebra ou uma
dalgebra Zo-graduada, se existem dois subespacos Ay e Aq, tais que
A=AyD Ay, ApAg+ A1A; CT Ay e AjAg+ AgA; C Ay
Neste caso, diremos que Ag é a componente par de A (ou a componente de grau homogéneo

zero) e que A; é a componente impar de A (ou a componente de grau homogéneo um)
Definigao 1.9. Uma superalgebra A = Ay & A; munida de uma involugao * é dita uma
x-superdalgebra se Aj = Ap e A} = A;. Nesse caso, dizemos que a involugao * é uma
mwvolucao graduada em A.

Seja A = Ay @ A; uma x-superdlgebra. Pode ser mostrado que At e A~ sdo su-

bespacos graduados de A, ou seja, podemos decompor A como uma soma direta de quatro

subespacos

A=Al @Ay @ AT ® A7,
onde para cada i = 0,1, A7 = {a € A;| a* = a} denota o conjunto dos elementos
homogeéneos de grau ¢ simétricos de A e A, = {a € A;| a* = —a} denota o conjunto dos

elementos homogéneos de grau ¢ antissimétricos de A.

Existem diversos exemplos de *-superalgebras. Aqui estamos interessados especifica-
mente nas x-superdlgebras de matrizes que serao definidas agora. Em 1963, Wall [47]
demonstrou que, quando F' é um corpo algebricamente fechado, a menos de isomorfismo,

qualquer Zy-graduagao em M, (F') é dada por
A 0
Mk,l<F)0 = 0 D ‘ A€ Mk(F>, D e MZ(F)

e Myy(F); = {(g ﬁ) | B € Myu(F): C e Mlxk(F)} ,

11
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onde k+1l=mnek>12>0. Ou seja, para cada par de inteiros k, [, com k > [ > 0, temos
uma superalgebra de matrizes com a Zo-graduacao definida acima, denotada por My ;(F).

No artigo [19, Theorem 7.6] os autores provaram que, quando F é um corpo algebri-
camente fechado, a menos de isomorfismo, as tnicas involugoes graduadas que podem ser
definidas em My ;(F') sdo a involugdo transposta (¢) e a involugao simplética (s), onde a
involugao simplética ocorre somente quando k =l el # 0 ou quando [ = 0 e k é par.
Entretanto, em ambos os casos nao abordaremos o caso [ = 0, j4 que nesse caso a gra-
duacao é trivial. Mais detalhadamente, trabalharemos com as seguintes x-superalgebras

de matrizes:

e A s-superalgebra (M, (F),t), onde k > [ > 0. Nesse caso, os quatro subespagos de

elementos homogéneos simétricos e antissimétricos obtidos sao os seguintes.
(Mk’l<F),t)3_ == {(g g,) | S € (Mk(F)’t)Jre S’ ~ (MZ<F),1€>+} ,
- K 0 _ _
(Mi(F),t), = {(0 K,) | K € (My(F),t)"e K' € (M,(F),t) }
0 A
(Mia(F),t)] = {(At 0) | A€ M,m(F)} :
- 0 A
(Mk’l<F),t)1 == {(—At O) ‘ AEMle(F)}

o A s-superalgebra (M, (F),s), onde k > 0. Nesse caso, os quatro subespacos de

elementos homogéneos simétricos e antissimétricos obtidos sao:

(Mys(F), ), = {(g‘ jt) | Ae Mk(F)} :

(nar)s), = { (5 ) 14},
(Mio(F), ), = {(;8/ [O() | K € (My(F),t) e K' € (Mk(F),t)‘} :
(Myi(F),s), = {(501 g) | S € (My(F),t)te " € (Mk(F),t)+} .

Agora estabeleceremos a nocao de identidades polinomiais no contexto de
x-superalgebras. Para isso, consideramos X um conjunto enumeravel de varidveis nao
comutativas e repartirmos esse conjunto em uma uniao disjunta de quatro conjuntos
enumeraveis X = YE) U Yi U Z() U Zl, onde Yb = {y170,y2707 N }, Yi = {y171,y2,1, PN },
Zy ={z10,220,---} € Z1 = {211,221, ... }. Dessa forma, definimos a *-superdlgebra livre
F = F(X|Zy,*) gerada por X da seguinte maneira: estabelecemos que as variaveis em

Yo U Zy tém grau homogéneo 0 (ou grau par) e que as variaveis em Y] U Z; tém grau

12
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homogéneo 1 (ou grau impar). Definimos Fy como sendo o subespago gerado por todos
0s monomios com um numero par de varidveis de grau homogéneo 1 e F; como sendo
o subespaco gerado por todos os monomios com um nimero impar de varidveis de grau
homogéneo 1.

Por fim, definimos a involucao em JF considerando que as varidveis em Yy U Y] sao
simétricas e que as varidveis em Zp U Z; sao antissimétricas. Desse modo, é facil ver
que (Fo)* = Fo e que (F1)* = Fi, ou seja, a superdlgebra livre F = Fy @ F; com essa
involugao tem uma estrutura de x-superdlgebra. Os elementos de F sao entao chamados de

(Zg, *)-polinémios.

Definicao 1.10. Seja f(Y1.0; - s Um0, Y11y« -« s Ynds 21,0 - - - 5 Zp.0s 2115 - - - » 2g1) € F(X|Zg, *).

Dizemos que f é uma (Zs, *)-identidade de uma x-superalgebra A, se

f(al,(b v 7am,07 al,la L 7an,17 bl,Oa s 7bp,0, bl,la v 7bq,1) = 07
para quaisquer elementos ajg,...,amo € Ad, a11,...,an1 € AT, bio,...,bpo € Ay €
bi1,...,bs1 € A7 . Nesse caso, escrevemos que f =0 em A.

O conjunto de todas as (Zs,*)-identidades polinomiais de A é um Tj-ideal de
F(X|Zy, ), isto é, [d"'(A) = {f € F(X)| f = 0em A} é um ideal bilateral de F/(X|Z,, *)
invariante sob todos os endomorfismos graduados de F'(X|Zy, *) que comutam com a in-
volucao *. Também neste caso é conhecido que, em caracteristica zero, o T} -ideal de uma
x-superalgebra associativa ¢ completamente determinado pelos seus polinomios multiline-
ares.

Assim como ocorre no contexto ordinario e de involucoes, também no caso das
s-superalgebras de matrizes (M ;(F),t) e (My.(F),s) pouco ainda se sabe a respeito
dos seus respectivos T;-ideais, fazendo com que diversas questoes que sao estudadas no
contexto de involugao sejam também pertinentes neste contexto. Entre elas, estaremos
especialmente interessados nas questoes relacionadas ao Teorema de Amitsur e Levitzki
que foram discutidas na secao anterior no contexto de involucao. Note que, em con-
sequéncia dos Teoremas 1.5, 1.6, 1.7 e 1.8, temos as seguintes proposicoes no contexto de

x-superalgebras.

Proposicao 1.11. O (Z, *)-polinémio standard de grau 2(k+1) em varidveis simétricas,

pares ou impares € uma (Zq, *)-identidade de (My,(F'),t), para todo k > 1> 0.

Proposicao 1.12. O (Zy, *)-polinémio standard de grau 2(k +1) — 2 em varidveis antis-

simétricas, pares ou impares € uma (Zs, *)-identidade de (My,(F),t), para todo k > 1 > 0.

13
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Proposicao 1.13. O (Zy, %)-polinémio standard de grau 4k — 2 em varidveis simétricas,

pares ou impares € uma (Zq, *)-identidade de (Mg (F),s), para todo k > 0.

Proposicao 1.14. O (Zs, *)-polinémio standard de grau 4k em varidveis antissimétricas,

pares ou impares € uma (Zq, *)-identidade de (M (F),s), para todo k > 0.

Apesar das proposigoes acima nos fornecerem, em cada caso, uma cota superior para
o grau minimo de (Zs, *)-identidades standard em varidveis de uma mesma componente
de (M (F),t) e de (Mg x(F),s), ainda nao foi estabelecido na literatura se esses sao ou
nao, respectivamente, os graus minimos para essas (Zs, *)-identidades standard. Assim,
forneceremos nos préximos capitulos novas informagoes que foram obtidas acerca dessa

questao.

14



Capitulo 2

Involucao graduada transposta

Neste capitulo abordaremos o problema de determinar o grau minimo de identidades stan-
dard da s-superdlgebra de matrizes (M (F),t). Iniciaremos fornecendo o grau minimo
no caso em que todas as variaveis do polindomio standard sao pares, simétricas ou an-
tissimétricas. Em seguida, abordaremos o problema em varidveis impares, simétricas ou
antissimétricas e veremos que para obter o grau minimo nos dois casos, bastaréd resolver
o problema em apenas um deles. Em vista disso, finalizaremos o capitulo fornecendo
informagoes sobre o grau minimo de identidades standard em varidveis impares simétricas

de (MkJ(F), t)

2.1 Variaveis pares simétricas ou antissimétricas

Nesta secao determinaremos o grau minimo de (Zo, *)-identidades standard em varidveis
pares, simétricas ou antissimétricas de (Mg, (F),t). Os resultados que serdo aqui apre-
sentados estao publicados em [6]. Efetivamente, mostraremos que o grau minimo no caso
de varidveis pares simétricas é igual a 2k, para todo £k > 1 > 1, e é igual a 2k — 2 no caso

de variaveis pares antissimétricas, para todo k >2e k >1> 1.

A fim de demonstrarmos os resultados desta se¢ao recordemos que os subespagos pares,

simétricos e antissimétricos de (M (F),t) sao, respectivamente,

(MM(F),t):;—{(g g) | S e (Mp(F), )t e s'e(M,(F),t)+} e

(MM(F),t);—{(lO( 2,) | K € (Mi(F), )" e K’G(MZ(F),t)}.

15



Involugao graduada transposta

Teorema 2.1. O grau minimo de (Zs,x)-identidades standard em varidveis pares

simétricas de (My(F),t) € igual a 2k, para todo k > 1> 1.

Demonstracao. Sejam Si,..., 5.0 € (MM(F),t);r. Entao,

A, O .
Si’o_(() BZ-)’ para todo 1<i<r,

onde Ay, ..., A, € (My(F),t)" e By,...,B, € (M;(F),t)".

Desse modo,

_ Ay 0 A 0
Str(sl,ﬂw"?sﬁo) = Str((o Bl)’“"<0 BT))

(St(A .. A 0
- 0 St.(Bi,....B,))"

Como Ai,..., A, sdo matrizes simétricas k X k e Byi,..., B, sdo matrizes simétricas
[ x I, pelo Teorema 1.7, concluimos que St.(A;,..., A.) =0e St (By,...,B,) =0, para
quaisquer Ay,..., A, e By,...,B,, se, e somente se, r > 2k e r > 2l. Em consequéncia
disso e lembrando que k > 1 > 1, obtemos que St,.(S10,...,S5-0) = 0 se, e somente se,
r > 2k. Portanto, o grau minimo de (Zg, *)-identidades standard em varidveis pares
simétricas de (M (F),t) é igual a 2k, para todo k > 1> 1.

O teorema a seguir estabelecera o grau minimo para identidades standard em variaveis

antissimétricas pares de (M (F),t).

Teorema 2.2. O grau minimo de (Za,x)-identidades standard em wvaridveis

pares antissimétricas de (Mg, (F),t) € igual a 2k — 2, para todo k > 2 e k> 1> 1.

Demonstracao. Sejam Ki,..., K, € (MM(F),t)g. Sabemos que,

A 0 ,
Ki,0—<0 Bi)’ para todo 1<17 <,

onde Ay, ..., A, € (My(F),t)" e By,..., B, € (M;(F),t)".

A0 A 0
St (Ko, Kap ..., Krg) = Str((ol Bl)y.”’(o BT))

Assim,

16



Involugao graduada transposta

Como Ai,..., A, sao matrizes antissimétricas k x k e By,..., B, sao matrizes antis-
simétricas [ x [, pelo Teorema 1.5, temos que St,.(Ay,..., A.) =0e St.(By,...,B,) = 0se,
e somente se, r > 2k —2 e r > 21 — 2. Em consequeéncia disso e lembrando que k > [ > 1,
obtemos que St, (K, ..., K,o) = 0 se, e somente se, r > 2k—2. Portanto, o grau minimo
de (Zs, *)-identidade standard em varidveis pares antissimétricas de (My,(F'),t) é igual a
2k — 2, paratodo k>2ek >1>1.

Note que as demonstragoes dos teoremas acima nos esclarecem que o grau minimo de
(Zs, %)-identidades standard em varidveis pares, simétricas ou antissimétricas de
(M (F),t) estd diretamente relacionados ao grau minimo de identidades standard de
(My(F),t). Mais que isso, essas demonstragoes nos mostram que essa relagdo é ainda
mais profunda, sendo possivel na realidade relacionar o grau minimo de (Zy, *)-identidades
multilineares em varidveis pares, simétricas ou antissimétricas de (M, ;(F),t), com o grau
minimo de *-identidades multilineares em varidveis simétricas ou antissimétricas satisfei-
tas por (My(F),t). Dessa forma, usando o Teorema 1.7 e argumentos semelhantes aos

utilizados nas demonstracoes acima podemos estabelecer o seguinte.

Teorema 2.3. O grau minimo de (Zz,*)-identidades em varidveis pares simétricas de

(M (F),t) €igual a 2k, para todo k > 1> 1.

2.2 Variaveis impares simétricas ou antissimétricas

Nesta se¢ao determinaremos o grau minimo de (Zs, *)-identidades standard em varidveis
fmpares, simétricas ou antissimétricas de (My,(F),t). Iremos inicialmente mostrar que
o0 grau minimo no caso simétrico coincide com o grau minimo no caso antissimétrico.
Posteriormente, através dessa observagao, estabeleceremos uma cota superior para o grau
minimo em ambos o0s casos e em seguida concentraremos o nosso estudo no grau minimo
do caso impar simétrico. Nesse sentido, para valores gerais de k e [, forneceremos cotas
inferiores para o grau minimo, que dependem da paridade de k e de [, e para alguns

valores de k e [ iremos determinar o grau minimo precisamente.

Vamos comecar relembrando que os subespacos impares simétricos e antissimétricos

de (M, (F),t) sao, respectivamente,
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(M (F). 1) = {(j g‘) e kamF)} ,

(M(F). )] = {(_?4,5 ‘6‘) Ac kalw)} |

Proposigao 2.4. O (Zy, x)-polinomio standard St, (Y11, - - ., Yr1) € uma (Zs, *)-identidade
polinomial de (My,(F),t) se, e somente se, St,.(z11,...,2r1) € uma (Zg,*)-identidade

polinomial de (M (F),t).

Demonstragao. Sejam V;© ..., VI € (Mk’l(F),t)f. Entao,

V= (gt Bg) , paratodo 1<i<r,

onde By,...,B, € kal(F)

Definimos

C= Z sgn(0) Bo1)By(a)Bo(3)Bewy - - - Bo(r—1)By(yy,  Dara r par;
D= Z sgn(o) Bé(l)Ba(g)Bé(g)Ba(@ . Bf,(T_l)BU(T), para r par;
C' = Z sgn (o) Bo)Bya)Bo3)Bawy - - Bor—1yBo(r), para 7 fmpar;

D' = Z sg (o) By1yBo(2) Baz)Bo() - - - Bor—1) By,  Dara r impar.

UES’I‘

Portanto, se r for par, temos que

St.(Vi,.... V7)) = S“((Bg o) \B o)) \o D

e se r for impar, temos que

0 B 0 B 0 ¢
+ +y — 1 " =

Desse modo, concluimos que St,.(V;*,..., V.F) = 0 se, e somente se, C =0e D = 0,
se r for par e St,.(V;",..., V) =0 se, e somente se, C' =0 e D' =0, se r for impar. De
modo similar, dados V|7,..., V.” € (Mk,l(F),t)l_, onde
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Vo= (_Ot Bi), para todo 1 <1¢ <,

obtemos que

St.(Vi,...,V.7) = <€ 103> , se r=0 (mod 4);
St.(Vi,...,V.7) = <_OO —OD) , se r=2 (mod 4);
St.(Vi,...,V.7) = (_3), C) , se r=1 (mod 4);

Str(Vf,...,V_):<0 _C), se =3 (mod 4).

T D0
Portanto, St.(V;,...,V.7) = 0 se, e somente se, C = 0 e D = 0, se r for par
e St,(Vi,...,V.7) = 0 se, e somente se, C' = 0 e D' = 0, se r for impar. Assim,
St.(Vit,..., V) = 0 se, e somente se, St.(V;",..., V") = 0. Visto que, para toda

+

substituicao de matrizes Vi*, ..., V¥ € (Mg, (F),t),

‘/1_, .. .,‘/Tf S (MkJ(F),t)i

1
se, e somente se, St,(211,...,2.1) =0 em (Mg, (F),1t).

podemos associar uma substituicao

e vice-versa, segue que St,(y11,...,Yr1) =0 em (Mg (F),1)

O lema a seguir estabelece uma cota superior para o grau minimo de (Zs, *)- identi-
dades standard em varidveis impares antissimétricas e considerando a proposicao acima,

a mesma cota sera valida para variaveis impares simétricas.

Lema 2.5. Sejam k e | naturais, tais que k > 1> 1. Se r > min{kl + 1, 2k + 2l — 2},
entdo St.(z11,221,- .., %r1) € uma (L, *)-identidade polinomial de (M, ;(F),t).

Demonstracao. Sejam V,,...,V.” € (My,(F),t)". Pelo Teorema 1.5, temos que

St,(Vi,...,V.7) =0, paratodor >2(k+1)—2=2k+2—2.

T

Por outro lado, como dimg (M ki(F), t); = kl e o polinomio standard é alternado, obtemos
que

St,(Vi7,...,V7) =0, paratodor>kl+ 1.

r

Desse modo, obtemos que se r > min{kl+1, 2k+ 2] —2}, entdao St,(z11,...,2.1) =0
em (Mk,l(F),t) |
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Mantendo sempre em mente a Proposi¢ao 2.4, iremos daqui em diante estudar o grau
minimo de (Zs, *)-identidades standard em varidveis impares simétricas de (M (F),1).
Denotaremos esse grau minimo por mdeg((St)7).

Nesse sentido, usaremos em diversos resultados a interpretacao dada por Hutchinson
[27] e Owens [35] para substitui¢des de matrizes simétricas com relagao a involugao trans-
posta no polinomio standard. Essa interpretacao é baseada em conceitos e resultados
oriundos da teoria de grafos, que estao apresentados no Apéndice desta tese. Estes resul-
tados também serao utilizados no préximo capitulo, onde estudaremos a situacao com a
involugao simplética. Desta forma, para uma melhor compreensao dos conceitos, notagoes
e resultados que usaremos aqui, recomendamos uma rapida leitura do Apéndice.

Denotaremos por ¢;;, onde 1 < ¢ < j < n, a matriz simétrica elementar e;;+(1—4;;)e;i,
em que 0;; denota o delta de Kronecker. Entdo, dado um conjunto S = {t;,,,...,t;. }
de matrizes simétricas elementares distintas, definiremos um grafo G(S5) = (V(G), E(G)),
em que V(G) = {i1,...%,J1,... jr} € 0 conjunto de vértices e E(G) = {{is, js}| ti,;, € S}

é o conjunto de arestas. Assim, nos basearemos no seguinte teorema devido a Owens [35].

Teorema 2.6. A (i, j)-ésima entrada da matriz St.(t;,;,,. .., ti.j.) € igual a ngn(w),
em que essa soma percorre todos os caminhos w eulerianos' de G(S) que ligam o vértice i
ao vértice 7. Caso nao existam caminhos eulerianos ligando o vértice i ao vértice j, ou nao
existam esses vértices no grafo G(S), entdo a (i, j)-ésima entrada de St,.(t;;,, ..., ti,j.) €
nula. Em particular, caso o grafo G(S) seja desconezxo, entdo a matriz St.(ti,j,, ..., tij.)

€ a matriz nula.

Na demonstracao deste Teorema por Owens, salientam-se os seguintes fatos:

1. A multiplicagao de duas matrizes simétricas elementares distintas ¢;; e t5; é, em cada

caso, dada por

e, se i=nh e, se h=1
it = Q €in, € 1=1 ttic = | €ni, se =1
|0,  caso contrdrio 0,  caso contrario
( .
€il, s J = h

€in, se j=1I
tijthl = €l se 1=nh s tiz’thh =0.

€jn, se 1=1

0, caso contrario

Ver a Definicdo A.2 de caminhos eulerianos dada no apéndice A.
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2. Os possiveis caminhos que podem ser formados com as arestas distintas associadas
{i, j} e {h, I} (denotados por wy, para indicar que o vértice k foi ligado ao vértice ),

sao dados por
.

wy, se t=nh wy, se h=1
{i, iH{h, I} =< wy, se i=1 {h, I}{i, i} = wp;, se =1
0, caso contrario. 0, caso contrario.

\

( .
Wi, se J =h

Wip, se j=1
fiy MR 1 = wg se i=h i i¥{h. b} = 0.

Wjp, se =1

L 0, caso contrario.

Desse modo, qualquer produto de matrizes simétricas elementares ¢;,;, ...t; ;. ¢ nao
nulo se, e somente se, a sequéncia de arestas {i1,j1} ... {ir,jr} (com os vértices nao ne-
cessariamente nessa ordem) forma um caminho euleriano em G(S). Nesse caso, temos
que t;,4, - .. ti,j, = €rs, onde 7 = 4; ou r = j; é o vértice no qual o caminho tem inicio e
s =1, ou s = j,. é o vértice no qual o caminho termina. Portanto, qualquer monomio

t t nao-nulo de St,(t; ;,,...,t.; ) que resulta na matriz elementar e;;

io’(l)jo’(l) e 7"cr('r).jt:r('r)

estd associado ao caminho euleriano {is(1), jo(1)} - - - {io(r): Jo(r)} (ROVamente nao necessa-
riamente os vértices nas arestas estao ligados nessa ordem) que tem inicio no vértice i e
término no vértice j. Além disso, temos que? sgn({i,1) jo)} - - - {io(r): Jor }) = sgn(o),
de onde segue o resultado.

Desse modo, em funcao do Teorema 2.6 podemos concluir o seguinte.

Corolario 2.7. Um grafo associado a uma substitui¢cao de r matrizes elementares simétricas

¢ cancelador® se, e somente se, essa substituicao anula o polinémio standard de graw r.

Retomando a discussao sobre o grau minimo de (Zg, *)-identidades standard de
(M1 (F),t), o Lema 2.5 nos fornece que mdeg((St);) < min{kl+1, 2k +20 —2}. Agora,
pode-se observar que kl + 1 < 2k + 2] — 2 se, e somente se, (I — 2)(k —2) < 1. Como
k> 1> 1, obtemos que (I —2)(k —2) < 1 nos seguintes casos:

1.l=1e k>1;
2.1=2 e k>2;
3.1=3 e k=3.

2Veja a Definicdo A.12 do sinal de um caminho euleriano.
3Veja a Definicdio A.13 de grafo cancelador.
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No primeiro caso veremos que, se [ = 1 e k = 1 ou k = 2, entao mdeg((St)}) = kl +1.
Contudo, quando [ = 1 e k > 3, veremos que mdeg((St)]) = 3, independentemente do
valor de k.

De fato, se [ = 1 e k = 1, entdo o grau minimo para (Zs, *)-identidades standard
em variaveis fmpares simétricas de (M;1(F),t) é igual a 2, pois o polindmio standard é
alternado e (M ) = spang{ejs + €91 }. Além do mais, se [ =1 e k = 2, temos que
mdeg((St)]) = 3 , novamente pelo fato de o polindmio standard ser alternado e de nesse

caso (Mo, (F), );r = spang{e13 + e31, ea3 + €30}

Teorema 2.8. O grau minimo de (Zs,x*)-identidades standard em wvaridveis impares

simétricas de (My1(F),t) € igual a 3, para todo k > 3.

Demonstracao. Observe que Sta(eq 1+ €xt11,€24+1 + €x11,2) = €12 — €21 # 0. Entao,
nos resta mostrar que St3(yi.1,%21,y31) = 0 em (Mg 1(F),t), para todo k > 3. Para tanto,
pela Proposi¢ao 1.2, basta mostrarmos que St3(y11,%2.1,¥y31) se anula para quaisquer

substituigoes de matrizes simétricas distintas tomadas no subespaco
+ .
(My1(F),t)] = spanp{e;pir + exrri | 1 <i <k}

Desse modo, considere o, = €, 441 + €xtir; Bs = €sikt1 + Cht1s € Ve = €rk+1 + Chtit,

com r,s,t € {1,2,...,k} distintos e observe que «,.fsy; = 0, isto é, o produto de quais-
+

quer 3 elementos em (M (F),t)

, € sempre nulo. Portanto, Sts(y11,Y21,Y31) = 0 em
(M1 (F),t).

Agora abordaremos o segundo caso, isto é, o caso em que [ = 2 e k > 2. Vamos

mostrar que nesse caso o grau minimo é kl + 1. Para isso, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.9. Sejam k > 2 e f1,..., for. elementos de (MM(F),t);L definidos por
fi=¢€ipt1 +eur1i € firi = €iproteig2i, onde 1 <i<k.
Entao, o sequinte ocorre
1. e11Stor(f1, ..., for)ern = —2(k — 1) eyq, se k € par;
2. €1 k15t (f1y - - oy for)ehto ko = k! €rt1kt2, se k € impar.

Demonstragao. Vamos comecar considerando o caso em que k ¢é par. Usaremos aqui

o Teorema 2.6. Para isso, vamos considerar a substituicao S = {f1,..., fox} e o grafo
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conexo associado a substituigao S, isto é, G(S) = (V(G), E(G)), para o qual temos que
V(G) = {1,2,...)k,k+ 1,k + 2} e E(G) = {f1,..., fox}, em que f; = {i,k + 1} e
frei = {i,k + 2}, para todo 1 < ¢ < k. Representaremos esse grafo através do diagrama
da Figura 2.1. Pelo Teorema 2.6, a primeira entrada da matriz Stog(f1, fo, ..., for) é igual
a Z sgn(w), onde w percorre todos os caminhos eulerianos de G(S) que ligam o vértice

1 ao vértice 1. Portanto, a seguir determinaremos todos esses caminhos.

Jr

k+1
Ji
5 ! %’N
1e De 3e XX ok_ ok
J

o2 s frpna

Jrs1 frevr
k+2
Figura 2.1: Grafo diamante.

Um caminho que inicia no vértice 1 pode percorrer inicialmente a aresta f; ou a aresta
fra1. Suponha entao que seja percorrida a aresta f; até o vértice kK + 1. A tnica opgao
para o proximo passo ¢ ir do vértice k + 1 ao vértice k 4+ 2. Para isso, escolhemos um
ramo qualquer f; fris, para percorrer. Uma vez percorrido esse ramo, a tnica opg¢ao
para o proximo passo ¢ ir do vértice k + 2 ao vértice k + 1 percorrendo um ramo no
sentido oposto, isto é, fri,fi,- Repetiremos esse raciocinio até que sejam percorridos
todos os ramos f;_ fri:,. Como a quantidade de ramos f; fri;, ¢ impar, o tltimo ramo
necessariamente serd percorrido na ordem f;, | fiti,_,. Assim, o caminho euleriano serd
completado percorrendo por dltimo a aresta fi.1. Por uma simetria 6bvia sao construidos
todos caminhos eulerianos a partir do vértice 1 percorrendo inicialmente fy; e por tltimo,
a aresta fi. Desse modo, os caminhos eulerianos iniciando e terminando no vértice 1 no

grafo G(S) sao dados por
J1fo@ frro@) frro@) fo@) - fot) frrot) fre1 €

Jer1fevro@) fo@) fo3) frvo@) - - frro) fomr) f1,

onde ¢ é uma permutacao de {2,3,...,k}.

Agora, o sinal desses caminhos pode ser obtido computando-se quantas transposicoes
de arestas sao necessarias para obtermos a sequéncia ordenada de arestas a qual corres-
ponde a identidade, isto é, a sequéncia fi fs ... for (entretanto, tomaremos a liberdade de

nao computar as transposicoes realizadas por duas arestas consecutivas, uma vez que o
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total de tais transposigdes é sempre par, logo em nada afetara o sinal de um caminho).

Desse modo,

sgn(f1fo2) foto@) feto@) fo)fow) fevo@) - - - forote—1) fotm1) fotk) fotot) frs1)
—— —_——

= sgn(f1fo@) fo@) fo@) - fote—1) o) frro@ frtrod) - - - fotrok—1) frorow) frt1)

= (=) 'sgn(fifo@ o) - - - Fotr) frr1 foro@ Frto@) - - - Frrotho1) forot))

= — sgn(o) sgn(o) sgn(fifofs. .. fefesrforofrrs - forn—1fosn) = =1

SEO( frr1 frto) fo@) fo@) frro@) frtow) - - frro—1)Srrot) for)f1)
——— ——

= Sg0( frt1 fo) fo3) - - fotb—1) fot) J1 frro@) frto®) - - frtotha1) frtow))

= (=)sgn(f1fo2)fo@) - - fot) for1 frro@) frrod) - - frroth—1) frto))

= — sgn(o) sgn(o) sgn(fifofs. .. fufesr forofits - forn1fose) = —1.

Ressaltamos que as igualdades de sinais acima devem ser entendidas apenas como
o sinal da permutacao, uma vez que as transposi¢oes nas arestas em cada passo nao
necessariamente resultam em um caminho, portanto essa notacao de sinal utilizada nao
tem o mesmo sentido que o sinal de um caminho?.

Concluimos que os sinais de todos esses caminhos sao iguais (pois, como vimos as
igualdades acima independem das permutagoes o). Além do mais, todos os 2(k — 1)!

caminhos eulerianos de 1 a 1 em G(S) s@o negativos. Desse modo,

e115tak(f1, fo, oo, for)enn = —2(k — 1)l eqy.

No caso em que k é impar, novamente consideraremos a substitui¢ao S = {fi,..., for}
e o grafo associado a substituicao S, isto é, o mesmo grafo definido acima. Entre-
tanto, observe que nesse caso d(k + 1) = d(k + 2) = k é impar e que todos os outros
vértices tém grau par®. Portanto, os caminhos eulerianos existentes no grafo ligam o

6. Agora, pelo Teorema 2.6, temos que a

vértice k + 1 ao vértice k + 2 ou o contrario
entrada (k + 1,k +2) da matriz Stor(f1,. .., for) ¢ igual a Z sgn(w), em que w percorre
todos os caminhos eulerianos de G(.S) que ligam o vértice k+ 1 ao vértice k+ 2. Portanto,
estaremos interessados em obter o sinal desses caminhos. Apresentando argumentos se-

melhantes aos utilizados no caso anterior, os caminhos eulerianos de k£ 4+ 1 a k + 2 sao

4Ver a Definicdo A.12 do sinal de um caminho euleriano.
5Para definicio do grau de um vértice ver a Secdo A.1 do apéndice.
5Ver Teorema A.10.
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dados por

JoU) fevo) frvo@) fo@) fo@) frro@) frro@ fow) - - frrot—1) fotk—1) fotk) frtrok),

onde o € S},.

Em seguida, para obtermos o sinal desses caminhos vemos que

SEN(fo1) frto) frro@) fo@) fo@) frro@) frro) fo@ fo) - - - forote—1) fot—1) fotk) frrom))
—— —— —_——

= 8g0( fo1) fo2) [o3) - - - fotk—1) fok) o) frto@) frro@) - - forotm1) forom))

= sgn(o) sgn(o) sgn(fifofs. .. fufirrfosz - foan—1forn) =1

Desse modo, os sinais desses k! caminhos sdo iguais (pois, novamente as
igualdades independem das permutagdes o) e esses sinais sdo positivos. Sendo assim,
€1 k415tok (f1, - -, for)ehtohre = ! €pg1 pro.

Como consequéncia direta do lema acima e do fato do polinomio standard ser alternado

podemos estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 2.10. O grau minimo de (Zs,*)-identidades standard em varidveis simétricas

impares de (M o(F),t) € igual a 2k + 1, para todo k > 2.

Finalmente, com respeito ao caso em que k = 3 e [ = 3, vamos mostrar que o grau
minimo nao é dado pela cota superior kl + 1, mas que na realidade o grau minimo nesse

caso ¢ igual a 7.

Teorema 2.11. O grau minimo de (Zq,*)-identidades standard em varidveis simétricas

impares de (Ms3(F'),t) € igual a 7.
Demonstragao. Recordemos que

_l’_
(M3,3(F), t)l = spanp{eis + €41, €24 + €42, €34 + €43, €15 + €51, €25 + €52, €35 + €53,

e16 + €61, €26 + €62, €36 + €63 }-

Agora, pela Proposigdo 1.2, a fim de mostrarmos que St7(yi1,...,y71) = 0 em
(M3,3(F), t), basta mostrarmos que St7(yi1,...,yr1) se anula para quaisquer substi-
tuicoes de elementos distintos da base de (M3,3(F ), IS)Ir Em vista disso, denotaremos os
elementos da base por

O = €4 1 €44 Bi = eis + es; Vi = €ig + €6, onde 1=1,23.
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Assim, temos as seguintes possibilidades para substituicoes de elementos distintos de

(M3,3(F)7t);r em Str(yi1,...,¥71)
SY) = {Oéla Qg, (g, ﬁla 627 ﬁ?n 71}7 onde 1 S [ S 3,
Séi) ={o, m, as, 1, 72, 13, Bi}, onde 1 <17 <3;

SQE»Z) = {ﬁla 627 537 Y1, V2, 3, ai}? onde 1 SZS 37
SAE”C’Z'J) = {ala Qg, (a3, Bla 5]67 Yi, P)/j}a onde 1 S [ < k S 3 el S 1< ] S 3a

S‘r()hk’i’j) = {517 527 /837 Qay, Ak, Vi /73}7 onde 1 < L <k <3 e l<: <‘7 S 37

S6(l’k7i7j) = {717 V2, V3, Oy O, ﬂi? 6]}, onde 1 < I <k <3 e 1<t <] <3.

Tendo em mente ao longo desta demonstracao o Teorema 2.6, nos concentraremos em
provar que os grafos associados as substituigoes acima sao todos canceladores.
De fato, isso é ébvio para os grafos G(Sﬁi)), em que 1 <i<3el<r <3, pois nesses
grafos os vértices 4, 5 e 6 tém grau fmpar e portanto’ nao existem caminhos eulerianos
nesses grafos. Desse modo, podemos concluir que St7(y11,...,y71) se anula para todas
as substituicoes Sﬁi), onde 1 <i<3el<r<3. Assim, nos resta avaliar as substituicoes
dos tipos Sﬁl’k’i’j), onde 1 <l < k<3 1<i1<j3<3ed<r<6. Note que existem
apenas 3 valores para serem assumidos por [, k, ¢ e j. Dessa forma, podem ocorrer trés
situagoes: {l,k} N{i,j} ={l,k} ou {l,k}n{i,j} = {{} ou {l,k} N {i,5} = {k}.

No primeiro caso, em que [ =7 e k = j, temos no grafo conexo associado a substituicao
GLLkid) (que representamos a seguir na Figura 2.2 assumindo sem perda de generalidade
que r = 4, isto é, ilustramos o grafo associado a quarta substitui¢ao) trés vértices de grau
fmpar, a saber, 9(4) = 9(i) = 9(j) = 3. Desse modo®, nao existem caminhos eulerianos
nesse grafo. Portanto, os grafos associados as substituicoes Gkt ), emquel=1ek=7j,
sao todos canceladores.

No segundo caso, em que [ é igual a i ou j e k ¢é diferente de i e de j, vamos, sem
perda de generalidade, assumir que [ = ¢. Assim, para ilustrar o grafo conexo associado a
substituigao SUEED) temos o seguinte diagrama dado na Figura 2.3 (novamente sem perda
de generalidade assumiremos que r = 4, isto é, trabalharemos com o grafo associado a
quarta substituicao).

Observe que nesse caso 0(4) = J(i) = 3 e que os graus de todos os outros vértices

sao iguais a 2. Logo,” no grafo temos apenas caminhos eulerianos que ligam o vértice i

ao vértice 4 e caminhos eulerianos que ligam o vértice 4 ao vértice 7. Pela Proposicao

"Ver Observagao A.11.
8Ver Observacio A.11.
9Ver Teorema A.10.
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o~

Q;
Qg

B

Vi

6

Figura 2.2: Grafo associado a substituicao Sﬁl’k’i’j), ondel=i, k=j;r=4,s#1i, s #j.

7

/
5

Figura 2.3: Grafo associado a substituicao S( okdsg) ,ondel=4k# k#jer=4.

A.21, para mostrarmos que esse grafo é cancelador, é suficiente mostrarmos que o vértice
4 é cancelador. Para isso, a fim de obtermos os caminhos eulerianos de 4 a 7 e os seus

respectivos sinais, renomearemos as arestas da seguinte maneira:
fi=ag, fa=a, fs=0a; f1=D0k [5=0i fo =% fr="

Desse modo, o diagrama fornecido acima torna-se o diagrama da Figura 2.4. Posto isso,

4

/1\
ie
fa /
(Lksirg)

Figura 2.4: Grafo com troca de rotulagao associado a uma substituicao Sy

* =

Cte

podemos obter sem dificuldade que os caminhos eulerianos de 4 a i sao dados por
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fifatfsfafafrfe; Jifafsfelnf3f2 Jofsfafifsfefe; Jofefrfsfifafs;
Isfrfefaf1faf5; Jafrfefsfaf1f2;

e que os sinais desses caminhos sao

(fifafsfafsfrfe) = sgn((24)(35)(6 )) =-1
sgn(f1fafsf6f7f3f2) = sgn((246357)) =
sgn(fofs fafifsfrfs) = sgn((12534)(6 )) -1

( ) ((

( ) ((

( ) ((

sgn

sgn( fofofrfsfifafs) = sgn((1264375)) =
sen(f3frfefof1fufs
sgn(f3f7fefsfaf1 )2

sgn((1364275)) =

sgn((136)(27)(45)) = 1.

Desse modo, obtemos que o nimero de caminhos eulerianos positivos de 4 a 7 ¢é igual
ao numero de caminhos eulerianos negativos e, consequentemente, esse grafo é cancelador.
Dessa maneira, concluimos que os grafos associados as substituicoes Gkt ), em que [ é
igual a 7 ou j e k é diferente de 7 e de j, sao todos canceladores.

Por fim, no terceiro caso, em que k ¢é igual a 7 ou j e [ é diferente de 7 e de 7,
podemos sem perda de generalidade assumir que k = i. Portanto, para ilustrar o grafo
conexo associado a substituicao SERED) temos o diagrama da Figura 2.5 (onde novamente

assumiremos sem perda de generalidade que r = 4).

.

7@

/ Yi Y
5

6

Figura 2.5: Grafo associado a substituicao Sﬁl’k’i’j), onde k=1d;l#£i;l#jer=4.

Agora, a correspondéncia biunivoca g entre os conjuntos de vértices do grafo do segundo

caso e o conjunto de vértices do grafo acima, definida por

o) = {l, se r==%F

x, caso contrario
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preserva as adjacéncias das arestas. Portanto, o grafo acima é isomorfo'® ao grafo conside-
rado no segundo caso. Como vimos que o grafo considerado no segundo caso é cancelador,
temos que o grafo acima também ¢é cancelador!'!. Portanto, podemos concluir que os gra-
fos associados as substituigoes Gk ), em que k é igual a ¢ ou j e [ é diferente de i e de
7, sao todos canceladores.

Em razao do que foi visto no primeiro, segundo e terceiro caso concluimos que todos

+

os grafos associados as substituigoes de elementos distintos da base de (M373(F),t)1,

descritas anteriormente, sdo todos canceladores. Logo, pelo Teorema 2.6, St7(y11, ..., Y7.1)

se anula sob quaisquer substituicoes de elementos distintos da base de (M3,3(F ), 75)1+

Finalmente, pelo Lema 2.9, temos que e44Sts(f1, f2, - -, f6)ess = 3! es5 # 0, em que
Ji=euteq, fa=eutew, f3=eutess, fi=ceistes, fs=ceptes e fo=ess+ess
Assim sendo, obtemos que mdeg(m(St)]) = 7.

Com o teorema anterior encerramos nossa andlise dos casos em que kl+1 < 2k+2[—2.
Agora estaremos interessados em analisar o grau minimo de (Zy, *)-identidades standard
em varidveis impares simétricas de (M (F), t) nos casos em que 2k+20—2 < kl+1, ou de
modo equivalente, nos casos em que [ > 3 e k > 4. Nesse sentido, os proximos teoremas

nos fornecerao cotas inferiores para mdeg((St)}), para todo k > 1,1 >3 e k > 4.

Teorema 2.12. Se St (y11,...,Yr1) =0 em (M (F),t), onde k > 1, k>4 el >3 sdo

numeros naturais impares, entao r > 2k + 21 — 5.

Para demonstrarmos o teorema acima, pela Proposicao 1.2, basta exibirmos uma
substituicao de 2k + 2] — 6 matrizes simétricas elementares pertencentes ao subespaco
(Mk,l(F ), t)zL que nao anula o polinomio standard deste grau. Portanto, consideraremos

a substituicao Sy = {f1, f2, ..., for+2-6}, onde
o fi=¢ikt1+err1i € fio14i = Cigye +erp2s, Ppara 1 <1<k —1;
o forr=eu+ten e fog=er+en, para k+3<i<k+1

Em seguida, tomaremos o grafo conexo associado a essa substitui¢ao (cuja representagao
pode ser vista na Figura 2.6) G(Sky) = (V(G), E(G)), onde V(G) = {1,...,k + 1} e
E(G) ={fi,---, faxt+21-6}, com

o fi={i,k+1} e fr1w={i,k+2}, paratodo 1<i<k-—1,;

10Ver Definicao A.16 de grafos isomorfos no apéndice.
H1Ver Lema A.17.

29



Involugao graduada transposta

® f2i_7 = {1,2} e fQi_ﬁ = {’L, ]{7}, para todo k+3 <1< k+ 1.

Agora, usando o Teorema 2.6, mostraremos que o polinémio standard nao se anula
sob a substituicao S, ao demonstrarmos o teorema abaixo que estabelece que o grafo

G(S,) associado a substituicao Sy é ndo cancelador.

Teorema 2.13. O grafo G(Su.)) = (V(G), E(G)) € nao cancelador, para todo k > 3 e

[ > 3 impares.

Demonstragao. Note que no grafo G(S(,;)) (representado na Figura 2.6), temos que
Ok+1)=0k+2) =k—1¢par; 9(1) =1 ¢é impar; d(k) = | — 2 é fmpar e que os
graus de todos os outros vértices do grafo G(S(,) sao todos iguais a 2. Assim'?, o grafo
G(S(k,) tem caminhos eulerianos e esses caminhos ligam o vértice 1 ao vértice k, ou ligam
o vértice k ao vértice 1.

k+1

h f fin
fa 3
1e 9 3. con k-1 ok
fk71+2 k—143
fk*l#»k*l

k2

k3

f2k+2177 f2k+2176

k44

ki

Figura 2.6: Grafo G(S())-

Portanto, inicialmente estaremos interessados em determinar o ntimero de caminhos eu-
lerianos que ligam o vértice k ao vértice 1.

Nesse sentido, denotaremos por C; = fori9;—2 fori2i—3, onde 1 < < [—2, os caminhos
de G(S(M)) de tamanho 2 que ligam o vértice k ao vértice 1 e por C’Z-_1 = fokroi—3fortoi_2
o inverso desses caminhos, que claramente ligam o vértice 1 ao vértice k.

Desse modo, podemos observar que todos os caminhos eulerianos que ligam o vértice

k ao vértice 1 pertencem a um dos seguintes conjuntos de caminhos

(2k—2) -1 (2k—2) ~— _
M = Con 00(2) Co 00(4)"-0 () d(1 1) OU(JH Ca(l 3) Coi-2);

(4)
12Ver Teorema A.10.
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onde o € S;_5 permuta os subindices dos caminhos C's e C™'s, j € {1,3,...,1 —2} e
dgkl)m ¢ um caminho euleriano de tamanho 2k — 2 que liga o vértice 1 a 1 no subgrafo
diamante conexo D' *? = (V(D), E(D)), onde V(D) = {1,...,k + 2} e E(D) =

{fl, ey fgk_g}.

Agora, note que os caminhos dgklf) podem ser descritos como
flfT(z)fk—1+7(2)fk—1+r(3)fT(3)fT(4)fk—1+T(4) e fT(k—l)fk—HT(k—l)fk, ou

fkfk—1+7(2)f7(2)fT(3)fk‘—1+’7’(3)fk—1+T(4)f’T(4) o fk—1+T(k—1)fT(k}—1)f17

em que 7 é uma permutagao dos elementos do conjunto {2,...,k — 1}.

—1
Desse forma, observando que j € {1,3,...,l — 2}, temos possibilidades de posi-

) -1

. . 2%k—2 . _ :
cionamento para os caminhos dgl 1 entre os caminhos C's e C~ s, ou seja, temos

conjuntos distintos M((f)kfz) de caminhos. Ademais, temos (I — 2)! permutagoes distintas
(2k

-2)

para os subindices dos caminhos C’s e C~!’s em um conjunto M ) e, por fim, através

da observa(;ao dos caminhos acima podemos calcular que temos 2(k —2)! caminhos distin-

(k+1,k+2)

tos d? ( 1) ) no subgrafo diamante D(Qk—2)

. Com isso obtemos que o ntimero de caminhos

eulerianos ligando o vértice k ao vértice 1 em G(S,) ¢ igual a

(Z_Tl>2(k—2)!(l—2)! .

Nosso préximo passo serd mostrar que todos esses caminhos eulerianos tém o mesmo
sinal. Portanto, inicialmente iremos obter o sinal dos caminhos em um mesmo conjunto
M((f)k_Q). Para isso, recordemos que, pelo o que foi visto acima, qualquer caminho em
M ((J.Q)k%) é de uma das seguintes formas:

(2.1) Cau)Cg_(lz) o Coigy [ifre) fr—14r@) fr—1473) fr3) - - fre—1) fro—147 (-1 f& C. ]H) oo Copi—2),
ou

(2.2) Cy( Cg(lg) - Cogy fefe—1er@fr@ fr) fo1473) -+ - fom14re-1) frae-1) 1 C j+1) con Co—g)-

Em vista disso, vamos a seguir computar o sinal dos caminhos da forma (2.1) (aqui
tomaremos a liberdade de nao computar as transposicoes realizadas por um par de arestas
consecutivas, uma vez que o total de transposicoes realizadas por esse par sera sempre

par e portanto em nada afetard o sinal do caminho).

Sgn(C C 1 o(j) f1fT fk 147(2 fk 14-7(3 fr fr(4) fT(k—Q)fT(k—l)fk—l—l—T(k—l)fk
Caéﬂ) - Co-2))
-1 P
= (1) = sgn(f1.fr@ fo-147@) foo14-3) fr@) fra) - - - Frb—2) frie—1) frmtare—1) fr C7 05

CiCHL ... CTY)
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-1

= (=1) 2 sgn(fifr@) fre) fr@) - - Fre—2) fri—1) from1r@) fr1473) - - from1grto—1) frefor—1 for
fors1forra - forror—7fori2i—6)

= (—1)1_71(—1)k_2Sgn(f1fT(2)fT(3) . fr(k—l)fkfk—l+7(2)fk—l+7’(3) cen fk—l—i-f(k—l)f%—lf%
forviforra - forrar—7forrais)

-1

(=1)2 (=1)"2 (sgn(7))sgn(fifofs - - - foot fufumtsofimiss - - - Fomtonot for—1fon
f2k’+1f2k+2 v f2k’+2l77f2k+2l76)

= (—1)%(—1)k’2sgn(f1f2f3 oo e fe S oo for—1 for - f2k+2lf7f2k+2176>

-1 +1
2

()T (=)= (-7,

onde a ultima igualdade ocorre devido ao fato de k ser impar. Agora, pelas igualdades
acima podemos observar que o sinal final independe da permutacao 7, logo todos os

caminhos culerianos da forma (2.1) tém o mesmo sinal (—1)% .

Em sequéncia, para obter o sinal dos caminhos eulerianos da forma (2.2) em M((].z)k_Q)

procederemos de forma analoga ao caso anterior através das seguintes igualdades

Sgn(Cg(l)C;é) . Co'(j)fk‘fk‘*l‘i’T(Q)fT(Z)fT(?))fk*1+7(3) e fk71+-r(k71)f7—(k71)f1
Cc} X .Cg(l_g))

o(j+1

= (—1)%Sgn(f1f2f3 oo e fefe—rv2 fo—14s - femi4n—1 for—1forforgr - - f2k+2176)

=(-1)7%.
Dessa maneira, pelas igualdades acima podemos novamente observar que o sinal final
independe da permutacao 7, logo todos os caminhos eulerianos da forma (2.2) tém o

mesmo sinal (—1)% .

Assim, concluimos que os sinais dos caminhos eulerianos da forma (2.2) em M((jz)k_Q)
sao iguais aos sinais dos caminhos eulerianos da forma (2.1), portanto todos os caminhos
em M ((].2)’“_2) tém o mesmo sinal. Além disso, usando o fato de que as transposigoes de
caminhos C’s ¢ C~Ys nao alteram o sinal de um caminho, podemos concluir que os
sinais de todos os caminhos em um outro conjunto qualquer M((i)k 2 também sio iguais
a (—1)“71. Portanto, obtemos que todos os caminhos eulerianos que ligam o vértice k
ao vértice 1 no grafo G tém o mesmo sinal. Além disso, todos eles serao negativos se,
[ = 1 (mod 4) e serao positivos se, [ = 3 (mod 4). Portanto, concluimos que o grafo
G(Sw,) € nao cancelador.

Em conclusao, como consequéncia do que foi discutido anteriormente e dos Teoremas

2.6 e 2.13 obtemos o Teorema 2.12. Nessa situacao, ja estabelecemos uma cota inferior
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para mdeg((St)]) nos casos em que k > [, k > 4 e | > 3 sdo ambos fmpares. O teorema
a seguir nos fornecerd uma cota inferior para mdeg((St);") nos casos em que k > 1, k > 4

¢é par e [ > 3 é um numero natural qualquer.

Teorema 2.14. Se St (y11,-.-,Yr1) = 0 em (Mg (F),t), onde k > 1, k > 4 € par e
[ >3, entao r > 2k + 21 — 3.

Novamente para demonstrarmos o teorema acima, pela Proposicao 1.2, basta exibirmos
uma substituicao de 2k 4 2] —4 matrizes simétricas elementares pertencentes ao subespaco

(Mk,l(F ), t);r que nao anula o polindmio standard deste grau. Assim, consideraremos a

substituicao Sék,l) ={fi, -, forsor_4}, onde
o fi=¢Cirt1+err1i € fupi =Cipt2+Cryoi, para 1 <i <k
L f21;5 =ey;; +61, € f21;4 = €k + €ik, para k+3 <1< k+1.

Em sequéncia, tomaremos o grafo conexo (que estd representado na Figura 2.7) associado
a substituicao acima: H(Sj ;) = (V(H), E(H)), onde V(H) ={1,... k,k+1,....k+1}
e E(H)={fi,.--, fartai-4}, em que

o i={ik+1} e foi={ik+2}, paratodo 1<i<Fk

o for s ={1,i} e fy4=1{ik}, paratodo k+3<i<k+I;

k+1

f2k+21—5 f2k+21—4

ki

Figura 2.7: Grafo H(SEk: l))'
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Dessa forma, pelo Teorema 2.6, para mostrarmos que o polinomio standard nao se
anula sob a substituicao Szk ;) temos que garantir que o grafo H (SEk l)) associado a subs-
tituicao Szk ) ¢ nao cancelador, ou seja, para mostrarmos que o polinomio standard nao

se anula sob a substituicao ka ) é suficiente demonstrarmos o seguinte teorema.

Teorema 2.15. O grafo H(S, ;) = (V(H),E(H)) € ndo cancelador, para todo k > 4
par el > 3.

Por ser longa e trabalhosa nao detalharemos aqui a demonstracao desse teorema's.

Todavia, apresentaremos os passos necessarios para sua prova no caso em que [ é impar.

De fato, podemos proceder de modo semelhante ao que procedemos na demonstracao
do Teorema 2.13, isto é, comecamos identificando os conjuntos de caminhos eulerianos
que ligam o vértice 1 ao vértice k no grafo conexo H (Szk’l)), de modo a obtermos todos
os caminhos eulerianos de 1 a k em H (ka,z))- Posteriormente, calculamos o sinal desses
caminhos em cada um desses conjuntos, para entao obtermos a quantidade desses cami-
nhos que sao positivos e a quantidade que sao negativos. Por fim, vemos que o nimero de
caminhos eulerianos positivos que ligam o vértice 1 ao vértice k em H (ka,l)) ¢ diferente
do nimero de caminhos eulerianos negativos. Desse modo, obtemos que o grafo H (Sék,l))
é nao cancelador.

Finalmente, no caso em que k > 4 é impar e [ > 3 é par, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 2.16. Se St,(y11,Y21,---,Yr1) =0 em (M (F),t), onde k >4 é impar el >3
€ par, entao r > 2k + 2l — 3.

Demonstracao. Nesse caso consideramos a substituicao SEk )= {f1,--, fok+o1-4}, onde
® fi=¢Cirr1terri € firi = g2+ erpo, para 1< < kg
o fo,s=et+er e foa=e€pyter, para k+3<i<k+I.

Em seguida, recorremos ao grafo conexo H'(S, ) = (V(H'), E(H')) associado a essa
substituigao, onde V(H') = {1,...,k,k+1,....k+1} e E(H') ={f1,..., fokro_a}, em

que
o fi={i,k+1} e fiu={i,k+2}, paratodo 1<i<k;

o for s ={1,i} e fy4=1{ik}, paratodo k+3<i<k-+I;

13 A demonstracio do Teorema 2.15 estd apresentada integralmente no Apéndice B desta tese.
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cuja representacao é dada pelo diagrama apresentado na Figura 2.8.

k+1

Sfrao fres Srrr—1

k+2

f2k+2175 f2k+21—4

k+3
ki
Figura 2.8: Grafo H’(SEM)).
Por sua vez, observamos que esse grafo é isomorfo ao grafo que esta representado na

Figura 2.9, que por argumentos andlogos aos que foram considerados na demonstracao do

Teorema 2.15 é nao cancelador.

1
S1 Jrr1
fors L2215
2k+3
k41 k43 k+4-\ ck+2

ooe ok +1
Jorrai—a

fort2 fa+a

ko1

Figura 2.9: Grafo invertido.

Desse modo, o grafo H’ (Sgk l)) também é nao cancelador e, em consequéncia do Teo-

rema 2.6, temos que o polinomio standard nao se anula sob a substitui¢cao SEk -

Em razao dos teoremas acima e do Lema 2.5 obtemos que
2k + 21 — 5 < mdeg((St)}) < min{kl + 1, 2k + 21 — 2},
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se k el > 1 sao ambos impares e caso k ou [ > 1 seja par, temos
2k + 21 — 3 < mdeg((St)]) < min{kl + 1, 2k + 2 — 2}.

Posto isso, a pergunta que surge naturalmente é se na realidade essas cotas inferio-
res determinam (em cada um dos casos) o grau minimo de (Z,, *)-identidades standard
em varidveis impares simétricas de (Mg, (F'),t). Nesse sentido, o teorema a seguir nos
comprova que no caso em que k = 4 e [ = 3, realmente 2k + 2] — 3 descreve o grau

minimo.

Teorema 2.17. O grau minimo de uma identidade standard em wvaridveis impares

simétricas de (Mys(F),t) € igual a 11.
Demonstracgao. Recordemos que

+
(Mys(F),t) = spanp{eis + es1, €5 + es2, €35 + es5, eus + €5, €1 + €q1,

e26 + €62, €36+ €36, €46 + €46, €17 + €71, €27 + €72, €37 + €37, €ar + eqr}.

Pela Proposicao 1.2, a fim de mostrarmos que Sti1(y11,...,%111) = 0 em
(M473(F),t), basta mostrarmos que Sti1(y11,...,¥11,1) se anula sob quaisquer substi-

tuigoes de elementos distintos da base de (M4,3(F ),t);r. Para isso, denotaremos os ele-
mentos da base por

o = €5 1 €5 Bi = eic + es; Vi = eir +en, onde 1=1,2,34.

Como estamos interessados em substituicoes de 11 matrizes distintas, entao elas sao obti-
das excluindo-se uma das matrizes acima, isto é, apenas as seguintes substituicoes podem

ser escolhidas:

Sfi’j’k) - {0417 Qg, (3, Oy, /817 627 ﬁ?w B47 i, 7]7 /}/k}’ onde 1 S [ <‘7< k S 47

Sé Jk) == {aly Qg, a3, O4, Y1, V2, V3, V4, ﬁ’h 5]7 Bk}’ onde 1 SZ <~] < k §47

Séi’j’k) = {B1, B2, B3, Bas 71, V2, V35 Yar G, O, Qi onde 1 <i<j<k<A4

Em seguida, considerando os grafos associados as substituigoes acima, temos que em
todos esses grafos conexos 0(i) = d(j) = 9(k) = 3. Logo, pela Observagao A.11, esses
grafos nao tém caminhos eulerianos. Dessa forma, pelo Teorema 2.6, concluimos que
Sti1(y11,---,y111) =0 em (M473(F), t).

|
Finalizamos esse capitulo apresentando as seguintes conjecturas que sao justificaveis

peloscasosem quel=2e k>2,l=3ek=3,l=3e k=4

Conjectura 2.18. O grau minimo de (Zz, *)-identidades standard em varidveis impares

simétricas de (My,(F),t) € igual a 2k + 21 — 5, para todos k > 1 > 1 impares.
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Conjectura 2.19. O grau minimo de (Zz, *)-identidades standard em varidveis impares

simétricas de (M (F),t) € igual a 2k + 2l — 3, para todos k > 1> 1 em que k oul € par.
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Capitulo 3

Involucao graduada simplética

Neste capitulo nosso intuito serda apresentar o problema de determinar o grau minimo
de (Zg, *)-identidades standard de (M x(F'),s). A principio, abordaremos o problema
no caso em que todas as variaveis na identidade standard sao pares, simétricas ou an-
tissimétricas. Veremos que nesses casos o grau minimo de (Zs, *)-identidades standard
de (M (F),s) é diretamente influenciado pelo grau minimo de identidades standard de
My (F), fornecido pelo Teorema de Amitsur e Levitzki no contexto ordindrio.

Em sequéncia, discutiremos o problema no caso em que todas as varidaveis nas
(Zs, *)-identidades standard sdo fmpares, simétricas ou antissimétricas. Concluiremos
que nesses casos existe uma estreita relagao entre o problema de se determinar o grau
minimo de (Z,, *)-identidades standard de (M ,(F'),s) com o problema de se determi-
nar o grau minimo total de x-identidades duplas de Capelli em variaveis simétricas ou

antissimétricas de (M (F),1).

3.1 Variaveis pares simétricas ou antissimétricas

Nesta se¢ao determinaremos o grau minimo de (Zo, *)-identidades standard em varidveis
pares, simétricas ou antissimétricas de (M x(F'), s). Nestes casos, demonstraremos que o
grau minimo ¢é igual a 2k, para todo k£ > 1. Ressaltamos que os resultados apresentados

nessa segao estao publicados em [6].

Interessados em apresentar os resultados desta segao recordaremos que os subespagos

pares, simétricos e antissimétricos de (M (F), s) sdo, respectivamente,

(Mis(F),5)" = {(’5‘ jt) | Ac Mk(F)} o
(Mr(F),5) = {(g‘ flxt) Ac Mk(F)} .
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Teorema 3.1. O grau minimo de (Zs, *)-identidades standard em varidveis pares simétricas

de (M. ,(F),s) € igual a 2k, para todo k > 1.

Demonstracao. Sejam U g,...,U,o € (Mkk(F), s)+

, - Bntao, obtemos que

A 0 ,
Uip = ( 0 Af) , paratodo 1<i<r,
onde Ay, ..., A, € My(F).

Dessa forma,

A 0 A, 0
Sty(Urg, .-, Urg) = Su((ol Ag)""’(o Ai))

C(St(Ar,. ., A 0
- 0 St.(AL,..., AY))

Como A;,..., A, e A}, ..., Al sdo matrizes k X k, pelo Teorema 1.3, temos que se r > 2k,
entdao St,(Ay,...,A,) =0e St (A}, ..., Al)=0.

Por outro lado, a partir do Teorema 1.3, obtemos também que se r < 2k, entao
St.(z1,...,2z,) ndao é uma identidade polinomial de My(F). Isto é, existem matrizes

By, ..., B, € My(F), tais que St.(B,...,B,) # 0. Assim, considerando as matrizes

B, 0 .
‘/;’0:(0 Bf)’ para todo 1 <7<,

obtemos que

B, 0 B, 0
St,(Vig, ..., Vo) = Str((ol B§>,...,<O Bﬁ))

 (St,(By..... B 0
( 0 St.(B,. .. Bﬁ)) 7 0.

Com isso, concluimos que o grau minimo de (Zy, *)-identidades standard em varidveis
pares simétricas de (M, (F), s) é igual a 2k, para todo k > 1.

[ ]

Seguindo as mesmas ideias da demonstracao anterior, podemos provar o seguinte teo-

rema.

Teorema 3.2. O grau minimo de (Zs, *)-identidades standard em varidveis pares antis-

simétricas de (M ,(F),s) € igual a 2k, para todo k > 1.

Em conclusao, podemos observar nas demonstracoes dos teoremas acima que o grau

minimo de (Z, *)-identidades standard em varidveis pares, simétricas ou antissimétricas
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de (Myx(F),s) estao diretamente relacionados ao grau minimo de identidades standard
de M (F). Mais que isso, usando os mesmos argumentos utilizados nessas demonstragoes,

podemos estabelecer o seguinte.

Teorema 3.3. O grau minimo de (Zq,*)-identidades em varidveis pares, simétricas ou

antissimétricas de (Mg (F),s) € igual a 2k, para todo k > 1.

3.2 Variaveis impares simétricas ou antissimétricas

Nesta secao estaremos interessados em obter informacgoes a respeito do grau minimo
de (Zs, *)-identidades standard em varidveis impares, simétricas ou antissimétricas de
(M., (F),s). Inicialmente, trataremos do caso em que todas as varidveis sao impares
antissimétricas. Nesse caso, mostraremos que o grau minimo é igual a 4k — 1, para todo
k > 1. Em seguida, ao abordar o caso em que todas as variaveis sao impares simétricas,

forneceremos o grau minimo para alguns valores pequenos de k.

Iniciaremos esta secao recordando que os subespacos impares, simétricos e antis-

simétricos de (M x(F'), s) sao, respectivamente,

(M4 (F),s)| = {(;8/ IO() |K,K’G(Mk(F),t)‘} e

(Mys(F),s)] = {(g *g) 15,8 € (Mk(F),tﬁ}.

Iremos primeiramente abordar o problema em variaveis impares antissimétricas e
comegamos com a seguinte observacao que segue diretamente da Proposicao 1.2 e das

substituicoes de elementos do subespaco (M171(F), 3); em Sta(211,221)-

Observagao 3.4. O grau minimo de (Z, *)-identidades standard em varidveis impares

antissimétricas de (M 1(F'),s) é igual a 3.

Uma vez estabelecido o grau minimo no caso em que k£ = 1, na sequéncia, nosso

objetivo serd mostrar o seguinte teorema.

Teorema 3.5. O grau minimo de (Zz, %)-identidades standard em varidveis impares an-

tissimétricas de (Mg (F),s) € igual a 4k — 1, para todo k > 2.

Em vista da Proposicao 1.2, o primeiro passo que daremos para demonstrar o te-

orema acima é estabelecer que Sty,_1(211,...,26-11) = 0 em (M, (F),s), para todo
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k > 2. Nesse sentido, observamos inicialmente que quando r é um natural impar, qual-

quer substituicao de matrizes

0 Y 0 Y, 0 Y _
‘/1,1: (Y'l/ O)’ ‘/2,1: <Y'2/ 0)7"'7 ‘/7‘,1: <Y'r/ 0) € (Mk,k(F)7S)1
no polinémio standard St,(z11, 221, - ., 2r1), resulta em
0 Y 0 Y 0 Y,
St?“(‘/l,la%,l?"';‘/r,l):StT ((}/1/ 01) ) (Y'QI 02> [ (}/;/ O))
0 > sen(o) Yo Yoy - - Yi ) Yorm
— oeS,
Z sgn(o U(l)Y( 2) - YU(T—I)Y;(T) 0
oc€Sr
Observagao 3.6. Podemos notar que, para r impar, St,(z1.1,...,2.1) = 0em (Mg (F), s)
se, e somente se, 0 *-polinomio g,(y1, ...,y ¥, ..., y.) em varidveis simétricas definido

por

G v Y Y ) =Y SBI(0) Y)Yy - - - Yr1)Yerlr)
O'EST‘

¢ uma *-identidade de (My(F),t).

Agora, para demonstrar que gag—1(Y1, - - -, Yak—1;Y1, - - - » Ya_y) € uma *-identidade de
(My(F),t), sera ttil definirmos os chamados polinémios duplos de Capelli que foram

amplamente estudados nos artigos [10], [12], [17] e [20].

Definicao 3.7. Definimos os polinomios duplos de Capelli de grau total 2n — 1 e de grau

total 2n como sendo, respectivamente,

C M ug, U UL, U = Z sgn(0T) Us(1)Vr(1) - - - Vr(n—1)Uo(n) €

O’GSny
TESH_1

Gn(Ury . Up; UL, V) i= E SEN(OT) Ug(1)Vr(1) - - - Yo (n)Vr(n)
O'GS’IL7
TES’n
onde os indices de ¢! sugerem que temos n — 1 varidveis v’s e n varidveis u’s e o indice

de %, sugere que temos n variaveis u’s e n variaveis v’s.

Com essa definicao em mente, demonstraremos o lema a seguir o qual estabelece que,
para todo r fmpar, o *-polindémio g.(y1, ..., Yr; Yy, - - -, Y.) em varidveis simétricas, definido

acima, € igual a uma combinacgao linear de x-polinomios duplos de Capelli em variaveis
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simétricas. Ressaltamos que no enunciado do lema abaixo e ao longo da sua demonstragao

usamos a notacao
o 1 2 ... m
C\m(1) w(2) ... w(m))’
para denotar a permutagao m de {1,...,m}.

Lema 3.8. Para todo m > 1, temos que

QQm—l(yh <oy Yom—1; yiv s 7yém—1) =

1 2 ... 2m—2 2m—1 - '

tm—1
onde a soma acima percorre todas as escolhas possiveis dos indices i1, ..., lm—1 € J1, - -« Jm;
em que iy < - <lpmo1, J1<-<Jm € i, sim1,715--5Jm} ={1,...,2m —1}.

Demonstracgao. Consideremos

(3-1) g?m—1<y1a . 792m—1;y/17 e ay;m—l) = Z sgn(@) ye(l)yé@) . ‘yé(2m—2)y9(2m—1)-
9652m—1

Observe que, para 6 € Ss,,_1, 0 monomio

(3.2) my = ye(l)yé(z) ces yé(2m72)y9(2m—1)

¢ um monomio do polinémio duplo de Capelli

Cr Wi Yini Y Ui )= > S80(OT) Yo\ Ya(in) Yo lin)Vetia) - - Yotim 1) Yorlinn):
O'GSmy
TESm—1

cujo coeficiente nesse polinomio é dado por sgn(o7), onde ¢ é uma permutagao de

{j1,---,Jm} e T é uma permutagao de {iy, ..., 4, 1} dadas por
o= jl j2 ,]m e S il 7:2 Z.mfl
(1) 0(3) ... 6(2m—1) 6(2) 0(4) ... 62m—2))"
Dessa forma, se considerarmos o polindmio p(y1, Y2, - - -, Yom—1; Y1, Yas - - - » Yom_q) defi-
nido por
1 2 ... 2m—2 2m-—1 m—1/, L ,
(3'3) ngn((jl il im—l ]m ))cgm (yh?'"vyjmvyil""ayim,l)v
entao o coeficiente do monémio my no polinémio p(y1, Y2, - - - Yom—1; Y1, Yoy - -+ » Yam_1) € O
o 1 2 ... 2m—2 2m—1 o m
roduto dos sinais: sgn S . . , sgn . :
P s <(Jl (5 J . Jm )) & (<U(Jl) oo 0(Jm)
e sgn o e ou seja, ¢ igual a
@) oo (i) ) ) ORI
o((L 2 e ame2 s amm Y L
B0 02 ... s2m—2) @2m-—1))) " SBUY)
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que é o coeficiente de mg no polindmio gam—1(Y1, - - -, Yom—1;Y1, - - - Yom_1) dado em (3.1).
Assim, todo monomio de gom—1(Y1, .-y Yom—1; Y1, - - - Yom_q) € também um monoémio

do polin()mio p(ylv Y2, -y Yom—1; ylh yév s 7y§m—1) dado em (33)

Além disso, nés temos (2m—1)! monoémios distintos em ga,,—1 (Y1, - -, Yom—1;Y1s - - > Yom_1)

e temos também

(2m N 1)m!(m )= (2m — 1)

m
monomios distintos no polindmio p(y1, Yo, - - -, Y2m—1; Yis Yay - - - » Yom—_1)- Desse modo, po-

demos concluir que

Gom—1(Y1s - s Yom—15 Y15+ -+ Yomo1) = P(Y1s s Yom—13Yps -+ - Yo_1)-

Agora, com relac¢ao aos polinomios duplos de Capelli, em [12], Domokos estabelece o

seguinte no contexto de identidades ordinarias.

Teorema 3.9. (Domokos, [12]) O polinémio duplo de Capelli €4 ¢ uma identidade
polinomial de My(F). Além disso, ele é uma consequéncia do polinémio standard de grau

2k.

Entao, como consequéncia do teorema acima e do Lema 3.8, obtemos o seguinte co-

rolario no contexto de algebras com involucao.

Corolério 3.10. O *-polinomio gag—1(Y1, - - -, Yak—1;Y1, - - - » Yagp_1) €M varidveis simétricas

¢ uma *-identidade polinomial de (My(F'),t).

Finalmente, usando a Observacao 3.6 e o corolario acima, podemos concluir que
Stak—1(211, - -, 2ak-1,1) € uma (Zo, x)-identidade de (My (F), s), para todo k > 2.

Em sequéncia, com o objetivo de finalizar a demonstracao do Teorema 3.5, precisa-
mos estabelecer que Styg_o(211,- .., 24k—2,1) N0 é uma (Zy, *)-identidade polinomial de
(M i (F),s), para todo k > 2. Para isso, comegamos observando que qualquer substi-
tuigao no polinomio standard Styr—2(z11, .- ., 2ax—2.1) de matrizes do tipo

Vii = (8 }3) , para ¢ impar, com 1 < ¢ < 4k — 2;

Via = (}9, 8) , para ¢ par, com 1 <1 < 4k — 2;

em que Y1,Ys, ..., Y3 e Y3, Y/ ... Y/ , sdo matrizes simétricas (com relagdo a in-

volugdo transposta), resulta em
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B 0 v\ (0 0 0 0\ (4 0
s sar= (0 5).3 902, D)= )

com A = Z sgn(aT)Yo(l)YT'@) ce Yg(4k_3)YT/(4k72) = ngk_l(lfl, C ,Y;lk_g; YZ/7 ceey 4/Ic72)

oES2K 1,

TESo K1

eB=— Z sgn(u@) 9( ) - Y pu(4k— Q)Yb(uc 3) = = —Cop— 1(Y2~/, e 4/<; 2 Y1, ... 7Y4k73)-
HESag 1,
0€Sak—1
Portanto, para demonstrarmos que Styx_2(21,1, - - - , Z4k—2,1) N0 é uma (Zo, *)-identidade

polinomial de (Mj, x(F'), s), para todo k > 2, basta demonstrarmos o seguinte teorema no

contexto de dlgebras com involugao.

Teorema 3.11. O x-polinémio duplo de Capelli Gor—1(Y1,- .- Yok—1; Y1, - -, Yop_1) €M

varidveis simétricas nao é uma *-identidade de (My(F'),t), para todo k > 2.

Iremos usar na demonstracao desse teorema uma interpretacao para as substituicoes
de matrizes simétricas elementares em %551, com k > 2, parecida com a que foi fornecida
por Owens para substituicoes de matrizes simétricas elementares no polinomio standard
(que discutimos no Teorema 2.6). Nesse sentido, para uma substituicdo S de matrizes

simétricas elementares em €;(y1,...,y; ¥}, .-.,y;), onde | > 3, determinada por
Ys =tij, €  Yo=tlmm, ondel<s<l
com ¥y, ...,y matrizes distintas e yi, ...,y também distintas, vamos associar um grafo
G(S) = (V(G), E(G)), em que
V(G) = {i1, ooy, 1y ooy J1, My ooy My Mgy oo Ty}

é o conjunto de vértices e

E(G) = {{is, Js}| ys = ligjs € StU{{ms, ns}| 3/; = tm.n, €S}

¢ o multiconjunto de arestas. Em seguida, rotularemos as arestas do conjunto
{{is, Js}| ti,;. € S} por fs = {is, js} e as arestas do conjunto {{ms, ns}| tym.., € S}
por fi ={is, js}, para todo 1 < s <, (ou seja, rotularemos as arestas de cada parte do
multiconjunto F(G) de modos distintos).

Caso o grafo obtido seja euleriano, chamaremos os caminhos eulerianos que sao ini-

ciados por uma aresta f;, percorridos alternando-se as arestas f com as arestas [’ e
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finalizados com uma aresta f de caminhos eulerianos alternados do tipo ff’. Do mesmo
modo, chamaremos de caminhos eulerianos alternados do tipo f’f, os caminhos eulerianos
que sdo iniciados por uma aresta f;, percorridos alternando-se as arestas f’ com as arestas
f e finalizados com uma aresta f;.

Dessa forma, observamos que um caminho euleriano alternado do tipo ff” (resp. f'f)
pode ser descrito da forma fa(l)f;_(l)fo-(z)f:_@) o fg(l)f;(l) (resp. f;(l)ff(l) . f;(l)fT(l)), onde
ceS eTes.

Definicao 3.12. Dado um caminho euleriano alternado fo(1)f) 1y fo(2) f1(a) - - o) fr) em

G(S), definimos o sinal alternado desse caminho como sendo

SgnA(fa(l)f4(1)fo(2)f;(2) s e fU(l)f;-(l)) = sgn(o)sgn(r).

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.13. A (i, j)-ésima entrada da matriz €(ti s - - - tigys tmangs - - - s tyny) € Ggual
a Z sgny(wys), onde essa soma percorre todos os caminhos eulerianos alternados do tipo
ff' de G(S) que ligam o vértice i ao vértice j. Caso nao existam caminhos eulerianos al-
ternados do tipo ff' ligando o vértice i ao vértice j, ou nao existam esses vértices no grafo
G(S5), entdo a (i,j)-ésima entrada de €(ti ;- -t tmings - - > tmymy) € nula. Em parti-
cular, caso o grafo G(S) seja desconexo, entdo a matriz € (tij,, - - - iy, tmanas - - - s tymy )

é uma matriz nula.

Demonstragao. A demonstracao desse teorema é semelhante a demonstracao do Teo-
rema 2.6. Comegamos notando que a multiplicagao de trés matrizes simétricas elementares
Lijs thi € tmn, em que pelo menos duas sao distintas entre si, resulta em uma matriz elemen-
tar e,,. Deste modo, associado a essa multiplicacao, temos um caminho com as arestas
associadas {7, j}, {h, I} e {m, n} que liga o vértice r ao vértice s (omitimos aqui todas
as multiplicacoes possiveis dessas matrizes e os caminhos relacionados, pois terfamos que
considerar muitos casos. Entretanto, essencialmente ocorre o mesmo que foi discutido na
demonstragao do Teorema 2.6).

Assim, qualquer produto alternado & j tm,n, - - - tij,tmmn, de matrizes elementares
simétricas substituidas nas varidveis y; com as matrizes elementares simétricas subs-

tituidas nas variaveis y; é nao nulo se, e somente se, a sequéncia de arestas

foy fray - o Fray = Loy, Joy Hmey, ne} - Ao Joy Hmeg, n-0) }

(com os vértices nao necessariamente nessa ordem) forma um caminho euleriano alter-

nado do tipo ff" em G(S). Nesse caso, temos também que r = i3 ou r = j; é o
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vértice no qual o caminho tem inicio e s = n; ou s = m; é o vértice no qual o cami-

nho termina. Portanto, qualquer monomio ¢ t t nao nulo

lo(1)Jo(1) YMr 1) Nr(1) * * io(z)jo(z)tmfu)m(z)

de Gi(tijis- - tijs tmanas - - - » tmyn,) Que resulta na matriz elementar e;; estd associado ao

caminho euleriano

forfry - for Fray = Loy, Joy Hmey, ey } - - Aoy Joy Hmewy, nr

(novamente nao necessariamente os vértices nas arestas estao ligados nessa ordem) que
tem inicio no vértice i e término no vértice j. Além disso, pela Definicao 3.12 do sinal

alternado de um caminho euleriano alternado, temos que

sgiy ({i0), Joy Hmr-y, ey } - - - Lo, Jowy Hm-q), n-@y }) = sgn(o)sgn(7),

de onde segue o resultado.
]
Mantendo em mente a discussao acima vamos demonstrar o Teorema 3.11. Queremos

mostrar que

Cok—1(Y15- - Yok—1: yi? . 7yék—1) = Z Sgn(UT)ya(l)y/Tu) S ya(2k—1)y/7(2k—1)
0ESk—1,
TESoK—1

em variaveis simétricas nao é uma *-identidade de (M (F),t), para todo k > 2. Para isso,
precisamos fornecer uma substituicao de matrizes simétricas elementares que nao anula o

polindmio %5;_;. Portanto, iremos considerar a seguinte substituicao S em %aj_1:
o Yy, =¢;, onde 1<i<Kk;
® Yktri = Ch—ik—it1 T Chit1k—i, onde 1<i<k—1;
® Y =¢i11+€+1, onde 1<i<Fk-—1;
® Yiri = Ch—ih—i, onde 0<i<k-—1

Vamos associar a essa substituigdo o grafo conexo G(S) = (V(G), E(G)), em que
V(G) ={1,...,2k—1} é o conjunto de vértices ¢ E(G) = {f1,. -, far—1 JU{f1,---s for_1}

¢ o multiconjunto de arestas, com
o fi={i,i}, onde 1<i<Kk;
e fivi={k—i,k—i+1}, onde 1<i<k-1;
o fl={i,i+1}, onde 1<i<k-—1I;
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o fi.i={k—ik—i}, onde 0<i<k-1;

cuja representacao estda dada na Figura 3.1 a seguir.

fara For—s fines i fi
. . f2k—1 a f2k—2 m @ fk 1 a
. Y. VL
1\]"/2\1“/ k —77/k
1 2 k—1

Figura 3.1: Grafo associado a substituicao S no polinémio duplo de Capelli.

Vamos usar o Teorema 3.13 e restringir nossa atengao a (1, 1)-ésima entrada da matriz
Gok—1(f1,- -, for—15 f1,- -, fop_1). Entéo, para demonstrar o Teorema 3.11 demonstrare-

mos o seguinte resultado a respeito do grafo G(5).

Lema 3.14. O nimero de caminhos eulerianos alternados do tipo f ' em G(S) que ligam

o vértice 1 ao vértice 1 € impar.

Demonstracao. A fim de mostrarmos que o nimero de caminhos eulerianos alternados
do tipo ff" de G(S) que ligam o vértice 1 ao vértice 1 é impar, iremos demonstrar usando
indugao em t, que os grafos conexos A; = (V(A;), E(Ay)), em que V(A) = {1,...,t} é
o conjunto de vértices e E(A;) = {f1,..., far—1} U{Sf1,.- ., fo,_1} ¢é o multiconjunto de

arestas, definidas por
o fi={i,i}, onde 1<i<t
o firi={t—i,t—i+1}, onde 1<i<t-—1;
o fl={i,i+1}, onde 1<i<t-—1;
o fl,={t—i,t—i}, onde 0<i<t-—1;

cuja representacao é dada pelo diagrama da Figura 3.2, tém um nimero impar de caminhos
eulerianos alternados do tipo ff’ que ligam 1 a 1 em A; (que denotaremos por d;), para

todo t > 2.

o oo o3 fin fi
1\?{/2\]@/ t_\ftLI/t

Figura 3.2: Grafo A; .
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Desse modo, para t = 2, temos que os caminhos eulerianos alternados do tipo ff’ de

1 alem A, sao dados por (veja a Figura 3.3):

hishsfalafl, hififafsfsfs e fafafofififs
Portanto, dy = 3, que é um nimero impar.

/3 /2

Figura 3.3: Grafo As .

Agora, supondo que no grafo A;_; temos d;_; impar, vamos mostrar que em A; temos

d; também fmpar. Inicialmente, note que o grafo A;_; (veja a Figura 3.4) é isomorfo ao

Jors Jora Jors i fia
g Jat—3 @ Jat-a @ - Tt @
1\?{/2\]%/3 t —Nﬂd/tf 1

Figura 3.4: Grafo A;_1 .

grafo A, cuja representacao é dada na Figura 3.5, pois a bijecdo ¢ entre os conjuntos de
vértices do grafo A, ; e o conjunto de vértices do grafo A, definida por g(i) = i + 1,
preserva adjacéncias. Portanto, o nimero d;_; de caminhos eulerianos alternados do tipo
ff delalem A;; éigual ao nimero de caminhos eulerianos alternados do tipo ff’
de 2 a2 em A que, por simetria, é igual ao niimero de caminhos eulerianos alternados do

tipo f'f de 2 a2 em A (que denotaremos por d).

s fors for-a fin fi
Q\Jw/g\f// toT——1
2 3 t—1

Figura 3.5: Grafo A .

Agora, pela hipotese de inducao, temos que d;_; é impar e, consequentemente, d
também ¢ impar. Finalmente, podemos observar que os caminhos eulerianos alternados

do tipo ff" de 1 a1l em A, sdo dados por
L fifsy 1 furCLf{, onde 1<j<d;
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2. ifiCf fa—1f3—1, onde 1<) < d;
3. furCV fififs—y, onde 1<j<d;

em que C} e C7" denotam caminhos eulerianos alternados do tipo f'f de 2 a 2 em Ae cy
denota um caminho euleriano alternado do tipo ff’ de 2 a 2 em A, para todo 1 < j < d.
Portanto, temos que d; = 3d e como d = d;_; é impar, temos que d; é fmpar.

Assim, por inducao, temos que o nimero de caminhos eulerianos alternados do tipo
ff delalem A; é impar, para todo ¢t > 2. Em particular, concluimos que o nimero
de caminhos eulerianos alternados do tipo ff" em G(S) que ligam o vértice 1 ao vértice
1 é impar, para todo k > 2, de onde segue o resultado.

[ ]

Desse modo, pelo lema anterior e pelo Teorema 3.13, obtemos que a (1, 1)-ésima en-
trada da matriz Gar_1(t11, - - -, thks the1 ks - - - s t125 t12y - o s th—1 ks L - - -, t11) € n@0 nula. O
que prova o Teorema 3.11.

Além do mais, pelos Teoremas 3.9 e 3.11, nés obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.15. O grau minimo total de uma x-identidade dupla de Capelli em varidveis

simétricas de (My(F),t) € igual a 4k — 1, para todo k > 2.

Finalmente, em vista de toda a discussao realizada anteriormente obtemos o Teorema
3.5 que estabelece que o grau minimo de (Z,, *)-identidades standard em variaveis impares
antissimétricas de (M (F), s) é igual a 4k — 1, para todo k > 2.

Daqui em diante, estaremos interessados em abordar o problema de determinar o grau
minimo de (Zy, *)-identidades standard em varidveis impares simétricas de (M, (F), s).
Tendo em vista o Teorema 1.6, ja sabemos que 4k — 2 é uma cota superior para esse grau
minimo, para todo k£ > 1. Entretanto, ela parece nao ser o grau minimo nesse caso, uma

vez que nos casos em que k = 1 e k = 2, usando a base de matrizes elementares simétricas
+
de (Mka(F), S)

, € o fato de o polinomio standard ser alternado, podemos verificar de

modo direto que os graus minimos obtidos sao, respectivamente, 1 e 3. Além do mais,

para k = 3, temos que o seguinte ocorre.

Proposicao 3.16. O grau minimo de (Zs, *)-identidades standard em varidveis simétricas

impares de (Ms3(F),s) € igual a 7.

Demonstracao. Sendo dimpg (M373(F ), S)+ = 6, pelo fato do polinomio standard ser

1
alternado, temos que St7(yi1,...,y71) = 0 em (Ms3(F),s). Por outro lado, recordemos

que

(Ms(F), 5)7 = {(lg ;0<> KK e (Mg(F),t)}.
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Portanto, para mostrar Sts(y1 1, - - -, Ys,1) nao é uma (Zy, *)-identidade de (M3 3(F), s),

podemos considerar uma substitui¢ao de matrizes de (Ms5(F), s)Ir como abaixo

0 7 0 O 0 Z
Uig = (0 01) Usy = (Zé 0) Us, = <O 03)
0 0 0 Z 0 0

em que Zy, Zs, Zs € Zy, Zy, Z§ sao matrizes antissimétricas com relagdo a involugao trans-

posta. Assim,

0 Z 0 O 0 O
StG(Ul,lvUz,lv"wUﬁ,l) :St2m—2 ((0 01> ) (Z/ 0) PR (Z/ 0))
2 6

Z Sgn(O'T)ZU(l)Z;_(Z) .. Zo—(5) Z‘:'(G) 0
0€Ss,
— TES3
0 = 2 sen(u) Zoy Zotry - Zyie) Zoto)
HESSs,
0esS3
o %3(Z1,Z3,Z5;Z£,Z:1,Zé) 0
N 0 _%3<Z£7Z4/172é;21723725)
Desse modo, a fim de obtermos que Stg(y1.1, - - -, Ys,1) ndo é uma (Zo, *)-identidade polino-

mial de (M3 3(F), s), mostraremos que 63(z1, 22, 23; 21, 25, 24) em varidveis antissimétricas
nao é uma #-identidade de (Mj(F'),t). Para tanto, consideremos a seguinte substi-

tuicdo em 63(z1, 22, 23; 21, 25, 24) de matrizes elementares antissimétricas pertencentes a
(M3(F), )"
/ / !/
21 = 21 = €12 — €21 R9g = Z9 = €13 — €31 23 = Z3 = €23 — €32

Entao, podemos observar que com essa substituicao

A ) / / _ / / /! !/ / / !/ / /
!/ / / !/ / / / !/ /
—  R1R3R2RZ9R3Z1 T R2R9R1R3R3%1 — R2R3R3Z921%q
!/ / / / / /

= 8611#0.

Portanto, concluimos que de fato €5(z1, 29, 23; 21, 25, 25) ndo é uma x-identidade polino-
mial de (M5(F),t) e, consequentemente, Stg(yi1,...,Ys1) ndo é uma (Zs, x)-identidade

polinomial de (M3 3(F'),s) e a proposigao estd provada.
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[ ]
Com o que foi discutido acima, temos que 4k — 5 determina o grau minimo nos casos

em que k = 2 e k = 3. Além disso, observamos que qualquer substituigao de matrizes

0 Z 0 Z 0 Zys +
Ui = <Z{ O) , Ugy = (Zé 0) voves Uskos1 = (Zé/lk—5 0 € (Mi(F),s),
no polinomio standard Stag—5(y1.1, Y21, - - - Yak—51) resulta em
0 Z 0 Z 0 Zaje
St4k‘—5(U1,1aU2,l'"aU4k‘—5,1) = St’/‘ ((Zi 01) ) (Zé 02) [ (Zzik_g, 48 5))
0 Z sgn(0) Zo(1)Z, @) - Zz/r(4k—6)Z<7(4k*5)
e o€S,
Z sgn(o 1)Z0'(2) Za(4k76)ZQ(4k—5) 0
€S,
Portanto, de modo semelhante ao caso antissimétrico, Star—5(Y1,1,- -, Yak—51) =0 em
(M., (F),s) se, e somente se, 0 *-polinémio gax—5(21, - - ., Zak—5; 21, - - ., Z,_5) em variaveis

antissimétricas é uma *-identidade de (My(F),t).

Agora, observamos que a demonstracao do Lema 3.8 independe do fato das
variaveis do polinomio serem simétricas ou antissimétricas. Usando isto, temos que se
CA3 em varidveis antissimétricas é uma #-identidade polinomial de (M (F),t), entdo
Gab—s5(215 -y Zak_5; 21y, Zhy_5) 6 uma x-identidade de (My(F),t). Ou seja, se €22 em
varidveis antissimétricas é uma *-identidade de (M (F'),t), entao Stax—s5(y1.1,- - - Yak—51)
¢ uma (Zo, *)-identidade de (Mj x(F), s).

Por sua vez, Domokos [12] estabelece o seguinte teorema no contexto ordindrio de

PI-4lgebras.

Teorema 3.17. (Domokos, [12]) O polinomio duplo de Capelli de grau total 2n — 1

C Uy, U VL, -, V1) pertence ao T-ideal gerado pelo polindmio Sty (xy, ..., x,).

Desse modo, obtemos que ‘5% 3(u1, oe oy Ugk—2; V1, . . ., Ugk_3) NO contexto ordindrio de
Pl-algebras pertence ao T-ideal gerado pelo polinémio Sto_o(x1,. .., Tok_2). Por outro
lado, Rowen em [41], determina que Stor_o(z1, ..., 22p—2) em varidveis antissimétricas
é uma x-identidade de (M (F'),t). Entretanto, ndo podemos concluir a partir disso que
€y~ em varidveis antissimétricas é uma *-identidade de (My(F), t), pois apesar de €,y 5
ser no contexto ordindrio uma consequéncia do polinomio Stor_o(21, . .., Tog_2), ainda nao
sabemos dizer se ele é ou nao uma consequéncia de Stor_o(21,. .., 29r_2) N0 contexto de

algebras com involugao uma vez que a demonstragao fornecida por Domokos no contexto

51



Involugao graduada simplética

ordinario nao poder ser aplicada no contexto de involugoes. Contudo, tendo em vista
todos esses fatos e as observacoes de que 4k — 5 é o grau minimo nos casos em que

k = 2,3, conjecturamos que o seguinte ocorre.

Conjectura 3.18. O grau minimo de (Zz,*)-identidades standard em varidveis impares

simétricas de (M ,(F),s) € igual a 4k — 5, para todo k > 2.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Nessa tese nos concentramos no estudo da minimalidade do grau de (Zs, *)-identidades
standard da superalgebra de matrizes M}, ;(F') munida de uma involugao graduada. Vimos
que esse estudo esta diretamente relacionado ao estudo da minimalidade do grau de *-
identidades polinomiais da dlgebra de matrizes My (F') munida das involugoes transposta
e simplética.

Contudo, no caso geral, o estudo da minimalidade do grau de *-identidades da dlgebra
de matrizes M (F) munida dessas involugoes tem diversas questoes ainda em aberto. No
caso da minimalidade do grau de *-identidades polinomiais em variaveis simétricas de

(My(F),t), Slin’ko em [44] estabeleceu o seguinte.

Teorema 4.1. (Slin’ko, [44]) O x-polinémio Stox(y1,...,Y2x) € uma *-identidade em

varidaveis simétricas de grau minimo de (My(F),t), para todo k > 1.

Entretanto, quando apenas variaveis antissimétricas sao consideradas ainda nao foi
estabelecida uma resposta definitiva para o problema. O que é conhecido até o momento
é que no caso em que k ¢ impar, devido ao Teorema 1.5, o grau minimo é menor ou igual

a 2k — 2, para todo k > 2 e no caso em que k é par o seguinte foi obtido por Hill em [26].

Teorema 4.2. (Hill, [26]) Seja F um corpo. Entdo, eriste uma x-identidade polinomial

em varidveis antissimétricas de (Mk(F), t) de grau 2k — 3, para todo k > 2 par.

Por fim, no caso geral em que nao h& restricoes nas varidveis consideradas nas
*-identidades polinomiais de (Mk(F),t) o grau minimo é conhecido apenas nos casos

em que k < 4 (ver [15] e [33]) e em geral, Giambruno [17] estabeleceu o seguinte.

Teorema 4.3. (Giambruno, [17]) Seja k > 2. Se f é uma *-identidade polinomial de
(Mk(F),*), entdao gr(f) > k+ 1.

Em particular, o grau de uma x-identidade polinomial de (]\/[k(F ), t) é sempre maior

que k.
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Agora, no caso da minimalidade do grau de x-identidades polinomiais em variaveis

simétricas de (Mo, (F), s), Rashkova [36] determinou o seguinte.

Teorema 4.4. (Rashkova, [36]) O grau minimo de uma *-identidade polinomial em

varidveis simétricas de (Mg(F), s) € igual a 9.

Em seguida, Hill em [25] forneceu uma cota superior para o grau minimo de
x-identidades polinomiais em varidveis simétricas de (MQk(F ), s) ao demonstrar o seguinte

teorema.

Teorema 4.5. (Hill, [25]) Seja F um corpo. Entdo, existe uma x-identidade polinomial

em variaveis simétricas de (MQk(F), 3) de grau 4k — 3, para todo k > 1.

Assim, o que é conhecido até o momento é que o grau minimo neste caso é exatamente
4k — 3 no caso em que k = 3 e é menor ou igual a 4k — 3, para todo k£ > 3.

No caso da minimalidade do grau de *-identidades em variaveis antissimétricas de
(Mo (F), s) Giambruno e Valenti em [21] estabeleceram uma cota superior e inferior para

este caso.

Teorema 4.6. (Giambruno e Valenti, [21]) Seja F uwm corpo de caracteristica zero.
Entao, existe uma x-identidade polinomial em wvaridveis antissimétricas de (MQk(F),S)
de grau 4k — 1, para todo k > 1. Além disso, se f for uma x-identidade polinomial em

varidveis antissimétricas de (Mo (F), s), entao gr(f) > 3k, para todo k > 1.

Por fim, quando nao h& restricoes nas variaveis consideradas o grau minimo para as
x-identidades polinomiais de (Mgk(F ), 3) foi determinado apenas nos casos em que
k = 1,2 por D’Amour e Racine [16]. Além disso, uma completa descrigdo acerca das
identidades polinomiais de (Ma(F),t) e (My(F),s) foi apresentada em [33] por Lev-
chenko.

Todos os resultados citados acima foram obtidos apds os estudos realizados por Kos-
tant, Slin’ko, Hutchinson e Rowen a respeito da minimalidade do grau de identidades
standard das édlgebras de matrizes My (F') munidas de involugoes. Inclusive, alguns desses
resultados foram obtidos usando técnicas provenientes desses estudos. Nesta tese demos o
primeiro passo em diregao ao estudo da minimalidade do grau de (Z,, x)-identidades poli-
nomiais das superalgebras de matrizes M, ;(F') munidas de involugoes graduadas. Assim,
em trabalhos futuros, pretendemos nos aprofundar nesse estudo e obter mais avangos em
relacao as conjecturas estabelecidas nesta tese.

Atualmente, para abordar as Conjecturas 2.18 e 2.19 estamos usando a relagao estabe-

lecida no Corolario 2.7 e nos concentrando no estudo dos grafos associados a substituigoes
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de matrizes pertencentes ao subespaco (MM(F), t)+ no polinomio standard. Em relagao

1
a esses grafos foi observado que todos eles sao grafos bipartidos.

Definigao 4.7. Um grafo G é dito bipartido se o seu conjunto de vértices V(G) pode ser
dividido em uma uniao disjunta de dois subconjuntos V(A) e V(B), em que toda aresta
de G liga um vértice de V(A) a um vértice de V(B), isto é, nao existem arestas em G

ligando vértices pertencentes a um mesmo subconjunto da particao.

Denotando por &,(n,m) a familia de todos os grafos bipartidos eulerianos com n
vértices e m arestas nao direcionadas, Hutchinson demonstrou em [28, Corolario 2] o

seguinte teorema.

Teorema 4.8. (Hutchinson, [28]) Sejan € N. Se G € Zy(n,m), com m > 2n—2, entdo

G é um grafo cancelador.

Entretanto, ainda nao é conhecido se 2n — 2 é o ntimero minimo de arestas que um
grafo bipartido euleriano tem que ter para ser cancelador. De fato, o seguinte resultado
que estabelecemos em [8] indica que 2n — 2 nao parece ser, em geral, o nimero minimo

de arestas.

Teorema 4.9. Seja n um natural impar. Se G € Py(n,m), com m > 2n — 3 e
V(G) = V(A) U V(B), onde ou #V(A), ou #V(B) € par, entao G é um grafo can-

celador.
Além disso, no caso em que n € par, nds temos a seguinte conjectura.

Conjectura 4.10. Seja n um natural par. Se G € Py(n,m), com m > 2n —5 e
V(G) =V (A) UV (B), onde #V(A) e #V(B) sdo impares, entio G é um grafo cancela-

dor.
Por fim, assumindo a conjectura acima, o seguinte pode ser mostrado.

Corolario 4.11. Seja n um natural par. Se G € Py(n,m), com m > 2n — 3 e
V(G) = V(A) U V(B), onde #V(A) e #V(B) sdo pares, entao G é um grafo cance-

lador.

Agora, vamos mostrar a seguir que assumindo os resultados acima obtemos as conjec-

turas da tese.

Conjectura 4.12. O grau minimo de (Zz, *)-identidades standard em varidveis impares

simétricas de (M (F'),t) € igual a 2k + 21 — 5, para todo k,l, com k > 1> 1 impares.
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.12, temos que o grau minimo nesse caso ¢ maior
ou igual a 2k 4+ 2] — 5. Desse modo, pela Proposicao 1.2, nos resta mostrar que
Stokt2i—5(Y1,15 - - - Yoktoi—51) = 0 em (M, (F),t). Para isso, consideremos uma substi-
tuicao S de 2k+20—5 matrizes simétricas elementares distintas pertencentes ao subespago
(M (F), t)f, isto €, S = {€i, k4j1 T Chtirirs - s Cimpror_shtionsors T Ch-tioniorsrioniois s
onde iy, ... 0954015 € {1,...k} ek +j1,....k+ jorro—5 € {k+1,...,k +1}. Note que
o grafo G(S) associado a S ¢é tal que V(G) = {i1, ... iopso—5tU{k + j1, ...k + Jorior 5}
e E(G) = {{in,k+ 71}, .- -, {iokroi—5, k + Joks2i—5}}, ou seja, G(S) é um grafo bipartido
com 2k + 20 — 5 arestas e tal que #V(A) =k —je #V(B)=1l—s,com 0 < j<ke
0<s<l.

Por sua vez, caso k — j e [ — s sejam impares, por 2k + 2l —5 > 2(k—j)+2(l —s) — 5,
segue da Conjectura 4.10 que G(S) é cancelador. Por outro lado, caso k — j ou [ — s seja
par, por 2k + 20 —5 > 2(k — j) + 2(l — s) — 3, segue do Teorema 4.9 e Corolario 4.11 que
G(S) é cancelador. Desse modo, concluimos que G(S) é cancelador. Por fim, usando o

Corolério 2.7, obtemos que Stogt9i—5(Y1.1, - - - Yokroi—51) = 0 em (M, (F), ). [

Conjectura 4.13. O grau minimo de (Zs, x)-identidades standard em varidveis impares

simétricas de (M (F),t) € igual a 2k + 21 — 3, para todos k > 1> 1 em que k oul € par.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.14, temos que o grau minimo, nesse caso, ¢ maior
ou igual a 2k + 2l — 3. Desse modo, pela Proposicao 1.2, resta mostrarmos que
Stok+21-3(Y1,15 - - - Yoksoi—31) = 0 em (M, (F),t). Para isso, consideremos uma substi-
tuicao S de 2k+ 20— 3 matrizes simétricas elementares distintas pertencentes ao subespago
(M (F), t)f, isto €, S = {€i, k4j T Chtirirs - s Cinpror_shtionsors T Ch-tionior srioniors s
onde iy, ..., 0954013 € {1,...k} ek+j1,....k+ jorso3 € {k+1,...,k +1}. Note que
o grafo G(S) associado a S ¢é tal que V(G) = {i1,... iopso3}U{k + j1, ...k + jorior3}
e E(G) = {{in,k+ 71}, -, {iokroi—3, k + Joks2u—3}}, ou seja, G(S) é um grafo bipartido
com 2k + 2] — 3 arestas e tal que #V(A) =k —je #V(B)=1l—s,com 0 < j<ke
0<s<l.

Agora, caso k— j e [ — s sejam fmpares, por 2k + 20 —3 > 2(k —j) +2(l — s) — 5, segue
da Conjectura 4.10 que G(S) é cancelador. Por outro lado, caso k — j ou [ — s seja par,
por 2k + 20 —3 > 2(k —j) +2(I — s) — 3, segue do Teorema 4.9 e Coroldrio 4.11 que G(5)
é cancelador. Em todo caso, temos que G(S) é cancelador. Por fim, usando o Corolario
2.7, obtemos que Stogyo—3(Y11,-- -, Yokr—31) =0 em (Mg, (F),1).

]

Em resumo, combinando os resultados acima com os Teoremas 2.13 e 2.15 demonstra-

dos ao longo da tese, podemos através do Corolario 2.7 obter as Conjecturas 2.18 e 2.19.
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No momento estamos trabalhando na demonstracao da Conjectura 4.10.
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Apeéendice A

Teoria de grafos

Neste apéndice apresentaremos uma breve introdugao a teoria de grafos dando énfase aos
conceitos e resultados que utilizamos no desenvolvimento desta tese. Ressaltamos que

usaremos como referéncia principal o livro [24].

A.1 Grafos eulerianos

Um grafo finito G consiste em um conjunto finito V' (G), cujos elementos sdo chamados
de vértices e de um conjunto E(G) de pares nao ordenados de elementos distintos de V/,
os quais sao chamados de arestas, isto ¢, E(G) C {{u,v}| u,v € V e u # v}.

Dada uma aresta e = {u, v}, dizemos que e liga o vértice u ao vértice v, que u e v sdo
adjacentes e que u e v sao os vértices extremos da aresta e. Dizemos ainda que a aresta
e incide nos vértices u e v e que duas arestas de G sao adjacentes se elas incidem em um
mesmo vértice. Por fim, definimos o grau de um vértice v, simbolizado por d(v), como
sendo o nimero de arestas que incidem em v.

E recorrente e muito til representarmos um grafo através de um diagrama e nos
referirmos a este diagrama como sendo o grafo. Por exemplo, no grafo da Figura A.1 a
aresta e; liga o vértice 1 ao vértice 2; ey liga o vértice 2 ao vértice 3; o vértice 2 tem grau
3 e apesar das arestas ej e eg se intersectarem no grafo, a sua intersegao nao se torna um

vértice do grafo.

Figura A.1: Exemplo de grafo.
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Existem diversas variacoes de grafos, porém nesta tese trabalhamos apenas com dois
tipos dessas variagoes: os chamados multigrafos, que sao grafos nos quais mais de uma
aresta pode ligar um par de vértices distintos (essas arestas sdo chamadas multiplas
arestas), e os pseudografos, que sao grafos nos quais miltiplas arestas e lagos (arestas que
ligam um vértice a si mesmo) sao permitidos. Ao longo do texto, iremos nos referir a
multigrafos e pseudografos apenas como grafos, ficando claro a partir do contexto qual o
tipo de variacao estd sendo, naquele momento, utilizada. Todas as defini¢oes e resultados
que estao sendo estabelecidos aqui para grafos, sao estabelecidos de maneira andloga para
essas duas variagoes, porém é importante salientar que em pseudografos o grau de um
vértice permanece sendo definido como o niimero de arestas que incidem no vértice, mas
com a ressalva que lagos sao contados duas vezes. Por exemplo, no grafo da Figura A.2

temos J(1) = 6.

Figura A.2: Exemplo de pseudografo.

Uma sequéncia de arestas em um grafo G é uma série de arestas e; e;, - - - €;,, na qual

arestas consecutivas sempre tém um vértice extremo em comum, isto é, podemos escrever

€ = {Uo,vl}, €iy = {Ul,UQ}, ey 61 = {’Un72710n71}7 €i, = {Unflavn}-

Definicao A.1. Um caminho em um grafo G é definido! como sendo uma sequéncia de
arestas em que todas as arestas sao distintas, isto é, cada aresta aparece na sequéncia

exatamente uma vez.

Definimos o comprimento de um caminho como sendo o nimero de arestas que apare-
cem nesse caminho. Dizemos ainda que um caminho liga o vértice v; ao vértice v,, se vy
é o vértice inicial e v, é o vértice final desse caminho. Por exemplo, o caminho eseseseq

do grafo apresentado na Figura A.2, liga o vértice 3 ao vértice 2 e tem comprimento 4.

Definicao A.2. Um caminho euleriano em um grafo G é definido como sendo um caminho
que percorre todas as arestas do grafo GG. Ou seja, é uma sequéncia de arestas na qual

todas as arestas do grafo aparecem e aparecem exatamente uma vez.

L Aqui estamos adotando a terminologia usada em [34], em algumas referéncias esse objeto é comumente
chamado de trilha.
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Exemplo A.3. Os caminhos ejeseszey e egezese; sao caminhos eulerianos que ligam o

vértice 1 ao vértice 1 no grafo da Figura A.3.

1
7 N\
4 2
N S

3

Figura A.3: Grafo com caminho euleriano.

Definicao A.4. Dizemos que um grafo G é conexo se qualquer par de pontos é ligado

por ao menos uma sequéncia de arestas.

Definicao A.5. Um grafo G é dito euleriano se, para cada vértice, existe um caminho

euleriano ligando esse vértice a si mesmo em G.
Os grafos das Figuras A.2 e A.3 sao exemplos de grafos eulerianos.

Definicao A.6. Um grafo G sera dito atravessdvel se existem dois vértices distintos de

G ligados por um caminho euleriano.

Exemplo A.7. O caminho euleriano esejezes liga o vértice 1 ao vértice 2 e o caminho

euleriano esezeqey liga o vértice 2 ao vértice 1 no grafo atravessavel da Figura A.4.

2 €4 1
N
3 4
€3

Figura A.4: Grafo atravessavel.

Exemplo A.8. Existem grafos que nao sao eulerianos ou atravessaveis. Por exemplo,
observe que o grafo da Figura A.5, apesar da sua similaridade com o grafo atravessavel

da Figura A.4, este nao é atravessavel e nao é euleriano.

5 s 4
RN
1 €1 2 3
€4

Figura A.5: Exemplo de grafo nao euleriano e nao atravessavel.
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A seguir apresentaremos dois resultados cldssicos que fornecem condigbes necessérias

e suficientes para a existéncia de caminhos eulerianos em grafos.

Teorema A.9. (Teorema 3.1.1, [34]) Um grafo conexo G € euleriano se, e somente se,
G € conexo e todos os seus vértices tém grau par. Consequentemente, todos os caminhos
eulerianos existentes em cada um dos vértices de G sao caminhos eulerianos ligando esse

vértice a si mesmo.

Teorema A.10. (Teorema 3.1.2, [34]) Um grafo conexo G € atravessdvel se, e somente
se, G € conexo e existem exatamente dois vértices de grau impar neste grafo. Em con-
sequéncia, todos os caminhos eulerianos existentes em G ligam os dois vértices de grau

impar do grafo.

Observacao A.11. Observe que os teoremas acima nos fornecem que nao existem ca-
minhos eulerianos em grafos com apenas um vértice de grau impar ou com mais de dois

vértices de grau impar.

A.2 Grafos canceladores

Nessa secao introduziremos os conceitos que serao necessarios para relacionarmos proble-
mas acerca do grau minimo de identidades standard de algebras de matrizes com involucao

graduada, com problemas provenientes da teoria de grafos.

Ao longo de toda essa secao estaremos supondo que G é um grafo euleriano ou
atravessavel. Assim, note que se rotularmos as arestas de G, isto é, considerarmos
E(G) ={ei,...,en}, entao todo caminho euleriano em G resultard em uma permutacao

€x(1) " * * €o(m), Onde 0 € Sy, das m arestas de G. Desse modo, podemos definir o seguinte.

Definigao A.12. Definimos o sinal de um caminho euleriano e, () - - €5(m) no grafo G
como sendo igual ao sinal da permutacao ¢ associada a esse caminho. Portanto, um
caminho euleriano sera dito positivo se o sinal da permutacao associada € igual a 1 e serd

dito negativo caso contrario.

Por exemplo, no grafo da Figura A.4, temos que sgn(esejezes) = sgn((142)) = 1 e

sgn(esesereq) = sgn((123)) = 1. Portanto, esses dois caminhos eulerianos sao positivos.

Definigao A.13. Dizemos que um vértice v de G cancela (ou é cancelador), se o nimero
de caminhos eulerianos positivos que iniciam em v é igual ao nimero de caminhos eule-

rianos negativos que iniciam em v, caso contrario dizemos que v é nao cancelador. No
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caso em que todos os vértices de G sao canceladores diremos que o grafo G cancela ou é

cancelador. Caso contrario diremos que G é nao cancelador.

Exemplo A.14. Note que no grafo da Figura A.6 os caminhos eulerianos que tém inicio
no vértice 1 sao esezeq e ejezen; 0s caminhos eulerianos que tém inicio no vértice 2 sao
e1ege3 € ezegeq; e os caminhos eulerianos que tém inicio no vértice 3 sao: ezeies e egeqes.
Assim, em cada um dos casos, o sinal dos caminhos eulerianos sao, respectivamente, 1
e —1, ou seja, todos os vértices do grafo abaixo sao canceladores. Portanto, o grafo em

questao ¢é cancelador.

€3

Figura A.6: Exemplo de grafo cancelador.

Exemplo A.15. No caso de grafos atravessdveis precisamos apenas garantir que os
vértices de grau impar sao canceladores, uma vez que nao existem caminhos eulerianos
iniciados nos vértices de grau par. Por exemplo, para garantir que o grafo da Figura A.7
¢ cancelador, precisamos garantir que os vértices de grau impar 1 e 3 sao canceladores.
De fato, os caminhos eulerianos que tém inicio no vértice 1 sao ejesezeseseq, esese362€1 €4,
€1€2€6€5€4€3, €5€4€3€E6€1€E2, €GE3E4LE5E1E9 € €gE2€1€E5€E4€3, enquanto que, 0Ss caminhos euleri-
anos que tém inicio no vértice 3 sa0 ese 561965, €2€16564€3€¢, €2€1E6E3E4€5, €3E4E5E6E2€1,
€6E5€4€362€1 € egeiesezeses. Em ambos os casos, os sinais dos trés primeiros caminhos
eulerianos e dos trés ltimos sao, respectivamente, 1 e —1, ou seja, todos os vértices do

grafo em questao sao canceladores. Desse modo, esse grafo é cancelador.

e 2
€5 P €2
4e *3

€4 €3
*d

Figura A.7: Exemplo de grafo atravessavel e cancelador.

Definicao A.16. Dois grafos G e H sao isomorfos se existe uma correspondéncia biunivoca
entre os seus conjuntos de vértices, ¢ : V(G) — V(H), que preserva adjacéncias, isto é,

{z,y} é um elemento em E(G) se, e somente se, {¢(x), p(y)} ¢ um elemento em E(H).
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Por exemplo, os grafos da Figura A.8 sao isomorfos, pois a correspondéncia i <+ 7 + 1

preserva adjacéncias.

y y Y4 Y2
3 1
Qe ey
—
1\(7;2/2 2\y3/3

Figura A.8: Grafos isomorfos.

Agora, note que isomorfismos de grafos preservam caminhos e os sinais desses cami-

nhos. Desse modo, o seguinte ocorre.
Lema A.17. Se dois grafos G e H sao isomorfos e G € cancelador, entdo H € cancelador.

As proposicoes a seguir estabelecerao algumas propriedades importantes sobre grafos
canceladores. Comentaremos a demonstracao de algumas delas, mas todas as demons-

tragoes podem ser vistas na integra em [29].

Proposicao A.18. O fato de o grafo G ser cancelador independe da rotulacao estabelecida

para as suas arestas.

Demonstracao. Se GG for cancelador com uma rotulacao de arestas pré-definida, entao
a mudanca de quaisquer duas arestas pré-rotuladas de G, implica que a permutacao
associada de um caminho euleriano de G seja multiplicada por uma transposi¢ao na nova
rotulacao. Portanto, caso a nova rotulacao tenha sido obtida a partir de um niimero impar
de trocas de pares de arestas, entao cada caminho euleriano positivo se torna negativo e
vice-versa. No entanto se ela foi obtida a partir de um ntmero par de trocas de pares
de arestas, todos os caminhos permanecem com o mesmo sinal. Desse modo, se o grafo
era cancelador com a rotulagao antiga, significa que o nimero de caminhos eulerianos
negativos nesse grafo era igual ao nimero de caminhos eulerianos positivos e pelo que
vimos a nova rotulacao nao altera a quantidade de cada um dos caminhos, isto é, o grafo

permanece sendo cancelador.

Proposicao A.19. Se G tem arestas maltiplas, entao G é cancelador.

Demonstracao. Se GG tem arestas miltiplas, entao qualquer caminho euleriano em G
pode ser pareado com um caminho euleriano em G que ¢é idéntico ao caminho considerado,
exceto pela troca de duas arestas multiplas. Assim, os caminhos considerados para formar

cada par tém sinais opostos, pois as permutagoes associadas a eles diferem por uma
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transposicao. Consequentemente, em cada vértice temos o mesmo numero de caminhos
eulerianos positivos e negativos. Portanto, G' é cancelador.

Proposicao A.20. Se G é um grafo com m arestas, em que todos os seus vértices tém

grau par e m = 2,3 (mod 4), entdo G € cancelador.

Demonstracao. Seja v um vértice de G. Podemos parear um caminho euleriano de
v a v a um outro caminho euleriano de v a v que é obtido revertendo-se o caminho
considerado. Agora, observando que ao reverter um caminho euleriano realizamos M
transposigoes, entao temos que esses caminhos eulerianos pareados tém sinais opostos,
pois m = 2,3 (mod 4). Desse modo, temos o mesmo nimero de caminhos eulerianos

positivos e negativos, de onde segue que o grafo GG é cancelador.

Proposicao A.21. Seja G um grafo com m arestas em que exatamente dois de seus
vértices tém grau impar. Entdao, G é cancelador se, e somente se, um dos vértices de grau

impar de G € cancelador.

Demonstragao. Obviamente, precisamos provar apenas a reciproca. Deste modo, su-
ponhamos que v e w sao os dois vértices de grau impar de G e que v é cancelador.
Note que todos os vértices de grau par de GG sao automaticamente canceladores, uma vez
que nenhum caminho euleriano de G' tem inicio nesses vértices. Desse modo, precisamos
apenas mostrar que o vértice w é cancelador. Nesse sentido, observe que existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre os caminhos eulerianos que ligam w a v com os caminhos
eulerianos que ligam v a w que é definida revertendo cada um dos caminhos eulerianos.
Além disso, podemos observar que ao reverter um caminho euleriano realizamos @
transposicoes. Portanto, dependendo do valor de m mddulo 4 os sinais desses caminhos
correspondentes sao ou sempre iguais, ou sempre opostos. Em todo caso, o nimero de ca-
minhos eulerianos positivos (negativos) que iniciam em w é igual ao nimero de caminhos
eulerianos positivos (ou negativos, respectivamente) que iniciam em v. Assim, como v é
cancelador, segue que w é cancelador, como queriamos demonstrar.
]
A proposicao a seguir estabelece condicoes necessarias e suficientes para que um grafo
GG com um nimero impar de arestas e com todos os seus vértices de grau par seja cance-

lador.

Proposicao A.22. (Lema 2, [29]) Seja G um grafo que tem todos os seus vértices de
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grau par e tem um numero impar de arestas. Entdo, G € cancelador se, e somente se,

pelo menos um de seus vértices € cancelador.

A.3 Grafos canceladores e identidades standard

Nessa secao iremos expor a origem de associagoes existentes na literatura entre o problema
de determinar o grau minimo de identidades standard para as dlgebras de matrizes (em

diversos contextos) com o problema de determinar quando um grafo é ou nao cancelador.

Nesse sentido, apresentaremos a associagao apontada por Swan em [45] entre a subs-
tituicao de matrizes elementares em polinomios standard e grafos direcionados. Para
tanto, estabeleceremos a seguir a nomenclatura necessaria para compreensao do contexto
de grafos direcionados.

Um grafo direcionado finito I' consiste em um conjunto finito nao vazio V(I'), cujos
elementos sdo chamados de vértices e de um multiconjunto E(T") de pares ordenados de

elementos de V', os quais chamaremos de arestas direcionadas, isto é,
E) C{(u,v)] u,v € V}.

Nesse caso, por simplicidade, ja estamos considerando que o grafo direcionado pode conter
lacos e arestas direcionadas multiplas. Além disso, todos os conceitos com respeito a
ordem, tamanho, adjacéncias e graus de vértices definidos para grafos, multigrafos e
pseudografos na primeira secao deste capitulo, podem também ser estabelecidos de modo
analogo para grafos direcionados ao considerar arestas direcionadas. Definimos também o
fluro de um vértice v como sendo o nimero de arestas que iniciam em v menos o ntimero
de arestas que terminam em v (lembrando que lagos iniciam e terminam em um mesmo
vértice). Por exemplo, o grafo da Figura A.9 é direcionado. A aresta e; liga o vértice 1
ao vértice 2; ey tem inicio no vértice 3 e término no vértice 2; o vértice 2 tem grau 3 e o

fluxo do vértice 3 é igual a 1.

o~
L1

€6

Figura A.9: Grafo direcionado.
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Definicao A.23. Um caminho unicursal que liga um vértice v a um vértice w em I’

consiste em uma sequéncia e;, €;,, ..., e, de todas as arestas de I' tal que:
1. e;, tem inicio em wv;
2. e;,, tem término em w;
3. para 1 < j < m, o vértice final de e;, ¢ igual ao vértice inicial de e;,_,.

Intuitivamente, um caminho unicursal que liga v a w em um grafo direcionado é um
caminho euleriano que liga v a w no grafo nao direcionado associado, porém respeitando
a direcao das arestas no grafo direcionado. Assim, fornecendo uma rotulacao fixa para
as arestas de I', isto é, estabelecendo que E(I') = {ej,es,...,e,}, podemos de modo
analogo ao que fizemos para grafos na Secao A.2, definir o sinal de um caminho unicursal
€5(1)€o(2) - - - €a(m), ONde o é uma permutagao em S,,, como sendo igual ao sinal da per-
mutacao o associada a esse caminho. Portanto, um caminho unicursal sera dito positivo

se o sinal da permutacao associada ¢ igual a 1 e serd dito negativo caso contrario.

Definicao A.24. Diremos que um vértice v de um grafo direcionado I' cancela ou é
cancelador, se o niimero de caminhos unicursais positivos que iniciam em v ¢é igual ao
nimero de caminhos unicursais negativos que iniciam em v. Caso contrario dizemos que
v é nao cancelador. No caso em que todos os vértices de I' sao canceladores diremos
que o grafo direcionado I' cancela ou é cancelador. Caso contrario diremos que G nao é

cancelador.

Exemplo A.25. Observe que no grafo direcionado da Figura A.10 existem apenas dois ca-
minhos unicursais que tém inicio no vértice 1, sao eles: C] = egeseseiez e Cy = eze eq€ses.
Associados a esses caminhos temos, respectivamente, as permutagoes (12534) e (13)(24)
pertencentes a S;. Agora, note que essas permutacoes sao ambas pares. Portanto, C
e (5 sao ambos caminhos unicursais positivos, e consequentemente, o vértice 1 é nao

cancelador, o que torna I' um grafo nao cancelador.

1 €2 2
€1 ‘ €3 h €x
5’) €4 Zl

Figura A.10: Exemplo de grafo direcionado cancelador.
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O teorema a seguir estabelecido por Swan em [45] determina uma cota inferior para o

nimero de arestas de I' (em fungao do ntiimero de vértices) para o qual I" é cancelador.

Teorema A.26. (Swan, [45]) Se T' é um grafo direcionado conexo com n vértices e m

arestas com m > 2n, entao I' € cancelador.

Usando as ferramentas provenientes da teoria de grafos que foram apresentadas nesse
apéndice e estabelecidas em [45], Swan mostra que o teorema acima implica no Teorema

de Amitsur e Levitzki. A seguir apresentaremos sua demonstracao.

Teorema A.27. (Amitsur e Levitzki, [2]) O polindmio standard de grau 2n

St2n<$1, c. ,l’gn) = Z sgn(a) l'a(l) c. SBU(Qn)

O'ESQTL

¢ uma tdentidade polinomial para a dlgebra de matrizes M, (F).

Demonstracao. Consideremos a seguinte associagao: para 1 < ¢,j < n denote por e;; a
matriz n X n elementar sobre F. Pela Proposicao 1.2, para mostrar que Sto, (21, ..., Ta,)
¢ uma identidade polinomial para M, (F), basta mostrar que Sto,(x1,...,22,) se anula
sob quaisquer substitui¢oes de 2n matrizes n X n elementares distintas. Desse modo,
considerando uma substituicao S = {A1,..., Ay}, em que Aq,..., Ay, s@o todas matri-
zes elementares. Associamos a S um grafo direcionado I'(S) = (V(I'), E(I")), em que
V(T)={1,...,n} é o conjunto de vértices e E(I') tem uma aresta direcionada e; = (k,1)
para cada matriz elementar A; = ey, da substituicdo S. Como #E(I') = 2n = 2#V(T),
segue do Teorema A.26 que I'(S) é cancelador.

Por outro lado, a regra de multiplicacao de matrizes elementares nos mostra que a
matriz resultante do produto A, - - As2n), onde o € Sy, € uma matriz elementar nao
nula e;; se, e somente se, a sequéncia e,(1) - - €y(2n) de arestas direcionadas correspon-
dentes for um caminho unicursal ligando o vértice ¢ a j em I'(S). Ademais, como em
Ston(A1, ..., Agy) estamos multiplicando cada um dos produtos A,y - - - Ag(2n) pelo sinal
da permutacao o, cada termo possui o mesmo sinal do caminho unicursal correspondente.
Como I'(S) é cancelador, temos que Sty,(Aq, ..., As,) é uma matriz nula.

[ ]

A fim de ilustrar a associacao e a implicacao discutidas acima, iremos usa-las em um

exemplo especifico.

Exemplo A.28. Iremos mostrar que Sty(z1, 2, 23,24) = 0 em My(F). Recordemos
que My(F) = spang{eis, €12, €91, €20}, desse modo, usando a Proposigao 1.2, precisamos

apenas mostrar que Sty(z1,x2,z3,x4) se anula sob a substituicao S dada por x; = ej,
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Ty = €12, T3 = €91 € Ty = €99. Associamos a essa substituicdo o grafo direcionado I'(.S),
em que V(I') = {1,2}, E(I') = {e; = (1,1),e2 = (1,2),e3 = (2,1),e4 = (2,2)} e cuja

representacao é dada na Figura A.11 abaixo.

€1 €4

(el

~_
1 2

Figura A.11: Grafo direcionado.

Agora, podemos ver que os unicos monomios de Sty(z1, 9, x3,24) que sdo nao nulos
sob a substituicao S sao os MoNOMIos: T1Tox4T3, ToTsX3T1, T3T1ToXy, € T4T3T Ty €,
de fato, as sequéncias de arestas ejegese3, €2€4€3€1, €3€1€264 € €4€3€1€5 SA0 0S UNicos
caminhos unicursais no grafo direcionado I'(.S). Além disso, observe que os dois primeiros
caminhos unicursais ligam o vértice 1 ao vértice 1 e que os dois ultimos ligam o vértice 2 ao
vértice 2. Por sua vez, esses caminhos estao associados, respectivamente, as permutacoes
(34),(124), (132) e (1423) (que também sdo as permutagOes associadas aos monomios
nao nulos). Desse modo, podemos ver que o vértice 1 e o vértice 2 sdo canceladores e
portanto o grafo I'(S) é cancelador. Em seguida, constatando que a soma dos sinais dos
caminhos unicursais de 1 a 1 (resp.2 a 2) em I'(.S) é igual a soma dos sinais das permutagoes
associadas aos monomios que resultam em eq; (resp.ess) em Sty(eqq, €12, €21, €22), podemos

concluir a partir do fato de I'(S) ser cancelador que a matriz Sty(e11, €12, €21, €22) é nula.

Inspirados pela associagao estabelecida por Swan e por associa¢oes analogas entre ma-
trizes do contexto da involugao transposta e grafos que contém tanto arestas direcionadas
quanto arestas nao direcionadas (apontadas por Hutchinson [29] e Owens [35]), usaremos
associagoes (que estao melhor explicadas ao longo do texto) entre matrizes do contexto
de involugoes graduadas com grafos nao direcionados.

Grosso modo, em alguns resultados, para demonstrar que um determinado
(Zs, *)-polindmio standard em varidveis pares (ou impares) simétricas nao é uma
(Zs, %)-identidade para uma x-superdlgebra de matrizes com involugao (transposta ou
simplética), vamos mostrar que o grafo associado a uma substituigao especifica por matri-
zes simétricas nao é cancelador. Por outro lado, se quisermos mostrar que tal polindmio
standard é uma (Zs, *)-identidade para a *-superdlgebra de matrizes entdo mostraremos
que para cada substituicao possivel por elementos da base do espaco considerado, o grafo

associado é cancelador.
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Demonstracao do Teorema 2.15

O objetivo deste capitulo serd demonstrar o Teorema 2.15 discutido ao longo da tese. Por

conveniéncia, a seguir o enunciamos novamente.
Seja H(S(;, ;) o grafo conexo definido da seguinte maneira: H(S(, ;) = (V(H), E(H)),
onde V(H)={1,...,kk+1,... ) k+1} e E(H)={f1,..., fokro_4}, em que

e fi={i,k+1} e frri={i,k+2}, paratodo 1<i<Ek;
o for 5 ={1,i} e fy_sa={ik}, paratodo k+3<i<k-+I.

Como vimos esse grafo pode ser representado através do diagrama da Figura B.1.

k+1

f2k+2l—4

k1

Figura B.1: Grafo H(S{k )

Dessa forma, estamos interessados em demonstrar o seguinte teorema.

Teorema B.1. O grafo H(S, ;) = (V(H), E(H)) € ndo cancelador, para todo k > 3 par
el >3.
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Para demonstrar que H(S(; ;) ¢ nao cancelador iremos inicialmente considerar que
[ é impar. Feito isso, iremos seguir os seguintes passos: comegaremos identificando os
conjuntos de caminhos eulerianos que ligam o vértice 1 ao vértice k no grafo H (S{k’l)),
de modo a obtermos todos os caminhos eulerianos que ligam o vértice 1 ao vértice k;
posteriormente, iremos verificar o sinal desses caminhos em cada um desses conjuntos,
para entao calcular a quantidade desses caminhos que sao positivos e a quantidade que
sao negativos; por fim, veremos que o numero de caminhos eulerianos positivos que ligam
o vértice 1 ao vértice k é diferente do nimero de caminhos eulerianos negativos que ligam
esses vértices. Desse modo, teremos que o grafo H (Sgk’l)) ¢ nao cancelador.

Isso posto, comecamos estabelecendo os resultados a seguir com respeito a caminhos
no subgrafo diamante DyF**? = (V(D), E(D)), onde V(D) = {1,...,k + 1,k + 2}
e E(D) = {fi1,..., far}. Denotaremos por P((Qn) um caminho de comprimento j no

k+1,k+2
k

subgrafo diamante D, ligando o vértice m ao vértice n, com m,n € {1,k}.

Lema B.2. O comprimento de qualquer caminho ligando o vértice 1 a ele mesmo em

k+LE+2 .
Dyt ¢ congruente a 0 médulo 4.

Demonstragao. Seja P((lj )1) um caminho com j arestas ligando o vértice 1 a ele mesmo

k+1,k+2 . ) .
em D2,j *2. Pode-se ver que esse caminho é de uma das seguintes formas:

o fifis frvis frvintiofis frvis -+ fio frria Jovts
® fit1Shrinfis fio Sorin Sovis fis - -« Jovis Jis J15

onde iq,19,13,...,is € {2,3,...,k} e s = 3%2 Note que nos dois casos s tem que ser um
nimero impar, pois no primeiro caso para acessar a aresta fr,1 temos que necessariamente
terminar com o par f;, fris,. Por sua vez, esse tipo de par (f;, antecedendo fi.;,) aparece
nesse caminho apenas com subindices impares. Ja no segundo caminho para acessar a
aresta f; temos que terminar com o par fi;, fi,, novamente esses pares aparecem apenas
com subindices impares. Assim, temos s impar e portanto j =0 (mod 4).

A demonstracao do lema a seguir pode ser feita de modo andlogo a demonstracao do

lema anterior.

Lema B.3. O comprimento de qualquer caminho ligando o vértice k a ele mesmo em

k+1k4+2 .
DQJ HH2 ¢ congruente a 0 mddulo 4.

Lema B.4. O comprimento de qualquer caminho ligando o vértice 1 ao vértice k em

k142 o p
Dy M2 ¢ congruente ou a 0 ou a 2 mddulo 4.
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Demonstragao. Seja P((lj )k) um caminho com j arestas ligando o vértice 1 ao vértice k

k+1,k42 . , )
m D, + *2. Pode-se observar que esse caminho é de uma das seguintes formas:

o fifiyJrrisJrvinfinSis frris - - fzj sz+z 2 Jors

® fiviSrvisfis finSrvinSivisfis -+ Jrori,_ fz] o Jk;

. flfi1fk+i1fk+i2fi2fi3fk+i3"-fk+ij_2fij_2fk;
2 2

d fk;+1fk+¢1fz‘1fika+¢2fk+i3fz‘3---fij,gfkﬂj,gf%,
2 2

L. . j—2 7. . . . . .,
M que i1, 12,73, - - - 5 laz2 €{2,3,...,k—2}e 457 ¢ impar nos dois primeiros caminhos (ja
que no primeiro caminho para acessar a aresta for, temos que necessariamente terminar

com o par fi, , fr+i;_, € esses pares ocorrem apenas com subindices impares, e no segundo
2 2

caminho para acessar a aresta fj temos que terminar com o par fkﬂj , Ji,_, que ocorrem
2

no segundo caminho com subindices impares) e é par no caso dos d01s ultimos caminhos

(basta fazer a mesma andlise feita no caso impar). Desse modo, no caso em que % é

fmpar, temos que j =0 (mod 4) e no caso em que 5= 2 é par, temos j =2 (mod 4).

A demonstracao do lema a seguir pode ser feita de modo andlogo a demonstragao do

lema anterior.

kt1,k+2
Lema B.5. O comprimento de um caminho ligando o vértice k ao vértice 1 em D, + +

é congruente ou a 0 ou a 2 mddulo 4.

Em seguida, descreveremos todos os caminhos eulerianos ligando 1 a k& no grafo
H(SEk z))- Para isso, denotaremos por C; o caminho for12; 1 fori2;, paratodo 1 < ¢ < [—2
Note que esses caminhos tém comprimento 2 e ligam o vértice 1 ao vértice k em H(S] (k, l))
Denotaremos ainda por C’Z-_ = fors2ifoksoi—1, com 1 <12 < [—2, 0 inverso desses caminhos

que ligam o vértice k ao vértice 1 (Cp, Cyt, Ci_p e Cf—l1 denotarao caminhos vazios).

Além disso, denotaremos por RP(( J)) o complementar em DkJrl "2 do caminho P((Jng n)

ligando o vértice m’ ao vértice n', isto é, o caminho que percorre todas as 2k — j arestas

k+1,k+2
D++

distintas que nao foram percorridas pelo caminho anterior em e que liga o vértice

m’ ao vértice n’ de tal modo que {m’,n’,m, n} = {1,1,k, k:} Por exemplo, RPEikksj)
denota o caminho complementar ao caminho P( se RPY k k percorre todas as 2k — 7

k+1,k+2
arestas distintas em D, Lk

que nao foram percorrldas pelo caminho P(1 1 € liga o vértice
k a si mesmo.
Assim, usamos os lemas acima e as notagoes pré-estabelecidas para definir os seguintes

conjuntos:
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(2k,0) 1 1 (2k) -1
My = Co)CrnyCos)Coiy - - Corony Pty Cot) - - Cott=s) " Coti=2),

onde r € {1,3,5,...,1 —2};

(0,2k) _
MO = oy Oy Can iy -

onde r € {1,3,5,...,1 —2};

.C o(r) 2k C_ Ca-(lf?;)_lca(le)v

(k k)~ o(r+1)

(4:2k—j) 1 — ') (2k—3) 1 -1
M3 = ComCryy - Crir Py Cotry - - Cot) RPy " Criny -+ - Cotim) ™ Coti-2),

onde r € {1,3,5,...,01—2}, s € {1,3,5,...,0 —2} e j = 4t, com 1 <t < E2;

2%k~
E importante observar que no conjunto acima cometemos um abuso na notagao RP(k (k) 2

para incluir também nesses conjuntos aqueles caminhos que ligam primeiramente o vértice

k ao vértice k no subgrafo diamante e posteriormente o vértice 1 ao vértice 1.

N(j’%_j) _ C C— C P(] C 1

(2K — -1
(r,s) o(2) (1,k)~ o(r+1) * Ca RP(l k)JCa(s—l—l -Co(i-3)" Co(i-2);

onder € {0,2,4,...,1-3}, se{r+1,r+3,r+5,...,1—2}ej=2t,com 1 <t < k—1,;

02 = ConyCoyy - Col P Cot - Coto BB Cata) - o=y Cirra),

onder € {0,2,4,...,1—-5}, se{r+2,r+4,r+6,...,l—3}ej=2t,com1 <t < k-1,

(5,2k—3) _ -1 (9) (2k 1 -1
P(rj,s) V= 00(1)00(2) 'CU(T)P(Iz,l)CU(T-H) Co‘(s RP(1 k)j Ca(s+1 Co(-3)" Coi-2);

onder € {1,3,5,...,1—4}, se{r+2,r+4,r+6,....,1—2ej=2t,com1 <t < k—1;

(G2k—j) _ - () (2%—) -
Qly " =CoCry - ComyPilyCotriny - - Cot) RPy 1) Cosn) -+ Cot1-3) " Coi-a),

onder € {1,3,5,...,1—4}, se{r+1,r+3,...,1—3}ej=2t,com 1 <t <k—1.

Lema B.6. Os conjuntos definidos acima descrevem todos os caminhos eulerianos de 1
ak em H(Sy ).

Demonstracgao. De fato, note que, pela definicao dos conjuntos acima, qualquer caminho
pertencente a um desses conjuntos é um caminho euleriano de 1 a k em H (S(k l)). Por
outro lado, pode-se observar que um caminho euleriano de 1 a k em H (S(k’l)) consiste

em uma sequéncia de caminhos que intercalam, de modo apropriado, os caminhos C's e
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C~'’s de comprimento 2 com no maximo dois caminhos disjuntos do subgrafo diamante
D];,;H’}“r2 (isto é, caminhos sem arestas em comum). Isso pode ser visto observando que
o grau do vértice 1 e o grau do vértice k no subgrafo diamante sao ambos iguais a 2 e
portanto podemos visitar o subgrafo diamante no méximo 2 vezes. Além do mais, a uniao
disjunta dos conjuntos de arestas dos caminhos percorridos em cada uma dessas visitas
tem que ser igual ao conjunto de todas as arestas do subgrafo Dl;,j A2 Desse modo, um
caminho euleriano de 1 a k em H (ka,Z)) pertence a um dos conjuntos definidos acima.

A seguir, obtemos os sinais de todos os caminhos eulerianos de 1 a k em H (SEM)).
Para tanto, estabeleceremos uma sequéncia de lemas fornecendo o sinal dos caminhos
em cada um dos conjuntos definidos acima. As demonstragoes desses lemas serao feitas
usando as observagoes que faremos a seguir e a mesma abordagem utilizada no final da

demonstracao do Teorema 2.13.

Observacao B.7. O total de transposicoes realizadas por um par de arestas consecutivas
sempre é par e portanto em nada afetara o sinal de um caminho euleriano. Em particu-
lar, quaisquer transposicoes realizadas nos caminhos C’s e C~!s nao afetam o sinal do

caminho euleriano.

Observacao B.8. A transposicao das arestas do caminho Cz-_l = fopa2iforioi1 gera o
caminho C; = fogi0;-1 fort2i, para todo 1 < i <[ — 2, e vice-versa. Naturalmente essas

transposicoes devem ser computadas no calculo do sinal.

Observacao B.9. Dados distintos iq,...,%-2,u1,...,uzk—-2 € {2,...,k— 1}, o nimero
2 2

de transposicoes necessarias para organizarmos a sequéncia de arestas

filfiins . fz%zfulfﬂa e fu%

em fofs...fr_1 é 0 mesmo nimero de transposi¢gbes necessarias para organizarmos a

sequéncia de arestas

JitisFovia -+ Srviyo Srrun frrus - Fovuse ;s
2

2

em friofe4s . ferk-1-

Lema B.10. Os caminhos pertencentes aos conjuntos M((f)k’o), onder € {1,3,5,...,1—2},

. , o =1
tém o mesmo sinal e esse sinal é dado por (—1)2

Demonstragao. Observe que cada caminho em M ((3)1@,0) ¢ de uma das seguintes formas:
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o Uy C'U(Q)O 1S @ ferr @ Ser3) fr3) - Fr S ) o1 Cory - - - C;(},g)ca(m),
onde o0 € S s et € S, 1{2,3,...,k};

o Uy Cg(g)o o Srerr e @ fr@ Jr @) frar @) - - Frrr ) fra J1Cs() - - - O;(}_g)CJ(Z—Q)
onde o € Sp seT1€ S, 1{2,3,...,k}.

Computando o sinal dos caminhos do primeiro tipo, temos

SgH(Caa)C;(lz)C'a(?,) . C(,_(Ll)fl Jr@ Jetr@ Joir@3) Jr3) - - fre) frorr ) fer1Cogr)
C;(LS)CU(Z—Z))
= sgn(f1 fr@ Frrr@ frrr@) fr@) - Fro frrrtn) Fr1Co)Coizy)Co3) - - CopyCotr) - - -

C’;&_g)CU(Z_Q)) (Observagao B.7)

= (=1) T sgn(fi fr) Frtr@ Fibr@ Fr3) - - Fr i) FrsrCo)Co) Co3y - - - Cotomny
Co(r ) - Co-3Coi-2)) (Observacao B.8)

=(-1)7 en( f1fr@) forr@) forr@) freyfra) - froomn) frae) frrr) fre1C1C2C5 ... Cry

—_— ——

Cr...C3C1_9) (Observagao B.7)

= (1) Fseu o fr fow -+ St frw s firrs) - Susrts) firy C1CaCs - o
Cyr...C_3C_) (Observagao B.7)

= (-1)'F (=) sgn(fifre) - - Fron frw it frrr@ Frrr@) - - frarayC1C2Cs .. Cra
Cr ... CrsCrs)

= (—1)%(—1)k71(5gﬂ7)2 sen(fife. - froifoferiforafors - forforvr forvaforss foria
Jor+21-5 for+21-4) (Observagao B.9)

Em sequéncia, para computar o sinal dos caminhos eulerianos do segundo tipo, pro-

cederemos de forma analoga ao caso anterior através das seguintes igualdades

sgn(Co1 071)00(3) e C;(lr_l)fk+1fk+7-(2)f7—(2)f7—(3)fk+r(3) o Sogr ) fr a0 1Co ()
Ca(} 3) CU(Z_Q))
= (—1)%(—1)@%117')2 sgn(fifo- .. foo1 fufoer foraSots - - - for forr forvo forts forta

Jok+21-5 fort21-4)

. . . 2k,0) |, A
Desse modo, concluimos que todos os caminhos eulerianos em M((r) ) tém o mesmo

sinal e esse sinal é igual a (—1) 2 . Além disso, como o célculo acima independe de 7, temos
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que todos os caminhos pertencentes aos conjuntos M((f)k’o), onde r € {1,3,5,...,1 — 2},

tém o mesmo sinal dado por (—1)'z .

Lema B.11. Os caminhos pertencentes aos conjuntos M((f)’zk), onder € {1,3,5,...,1—2},

. , o =1
tém o mesmo sinal e esse sinal é dado por (—1) =z .

Demonstracao. A demonstracao desse lema pode ser feita observando-se que cada

0,2k) . .
caminho em M (() ¢ de uma das seguintes formas

® C CO(Q)C fka fk+T fk—I—T(Q ka: 1) fk+7k 1) kaC 'C;(%,g)CU(Z—Q)a
onde o € Sp seT1€ S, 1{1,2,....k—1};

o Co)CoiyCo3) -+ forfrrr) Fr Fr@ -+ Frrrte1) Fre1) fiCos) - - - Crg_5)Coti-)
onde o € Sp seT1€ S, 1{1,2,...,k—1}.

Em seguida, utilizando as Observagoes B.7, B.8, B.9, os célculos dos sinais desses ca-
minhos podem ser feitos usando argumentos semelhantes aos utilizados no lema ante-

rior. Procedendo dessa forma, obtemos que todos os caminhos pertencentes aos conjuntos

M((f)’%), onde r € {1,3,5,...,1 — 2}, tém o mesmo sinal e esse sinal é dado por (—1)5_71.
[ ]
Lema B.12. Os caminhos pertencentes aos conjuntos M((j’Q)k_j), onder € {1,3,...,1—2},
se€{1,3,....,1 =2} ej=4t, com 1 <t < %= tém o mesmo sinal e esse sinal € dado
+1
por (—1)7.
Demonstragao. Note que cada caminho em M (] + 2670 ¢ de uma das seguintes formas
o (o CU(Q)C -Cg_(i_l)flfzdfk+i1fk+i2fi2' Jiss sz+z']- sz+1co(r)
O’(S fka1fk+U1fk+U2fU2' fu% == 2fk+“2k o= 2f2k0 (s+1) ° C;(%—?))CU(Z—Q)’
onde iy, ..., 052 €{2,... ) k—1} e uy, ..., uzm—y2 €{2,... k—1}\{i1,... 052 };
2 2 2
b C CG(Q)C 'C;(:/Il:'fl)fk+1fk+ilfilfi2fk+i2 . fk+i] injfz flCcr(T)
a(s)fkfmfk—i—mfk—i—me' fuzk e ka+u2k SE ngkCa (s+1) C;(}_g)ca(lfma
onde 71,...,1j-2 € {2,..., —1} € Up,...,U2k—j—2 € {2,...,]€—1}\{i17...,iﬁ};
2 2 2
o (o CU(Q)C -Cg_(i_l)flfzdfk+i1fk+i2fi2' Jiss sz+z']- sz+1co(r)
cf(s f2kfk+u1fu1fwfk+u2- fk+U2k 2Zh—j=2 2fu2k 2h—j—2 2fk s+1) Cc:(%—?))cff(l—?)’
onde iy, ..., 052 €{2,... ) k—1} e uy, ..., uzm—y2 €{2,...  k—1}\{i1,... 052 };
2 2 2
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o Uy Cg(Q)O ,,_(Ll)fkﬂfkmfnfisz+i2 ce fk—&-i# fi%ﬁ J1Co(r)
U(s f2kfk+u1 Jur fun frtun - - - fk+u2k—2j—2 fqu—Qj—Q fkcg_é-f-l) e Oa_(}—?,)CU(l—?)v
onde il,...,i% S {2,,k—1} € Up,...,U2k—j—2 € {2,,]{3—1}\{’&1,,2%}7
3

Computando o sinal dos caminhos do primeiro tipo, temos

580(Co(yCriyCo) - - - Coryy frfis frvin Frvin fis - - fi% kari% Jet1Co(ry - Co(s)
JeJur frevus Frvun Jug - - fugk,g,g fk+uz,€,2]v,2 fsz';(lsﬂ) . C’;(}_3)Ca(l—2))
= sgn( f1fi, frtir frtiofin - - - fz'%fkﬂ'j_g Jr1 Srfun frtun frus fus - - fuzk,2j,2 fk+u%,2j,2 fork
Co)CriyCo) -+ Crpp 1) Cor) -+ Cot)Crsny - - Cor_5yCoti-2))  (Observacao B.7)
= (_1)%Sgn(f1fi1fk+i1fk+i2fi2fi3 e fiL? fk—&—z'L_rg Tt SoSun Frtun Fovus fus - -
quk N oo JoCo1yCo(2) - - - Cor—1)Co(r) - - - Co1-3)Co(i—2)) (Observagao B.8)

l

= (1) QBSgn(flfnkarukarzz flzfls' igaSiys Trevigos JeerSr fun Srun Srtus Sus fus
2 2 2 N—— N——

—_———
quk . fk_:,_qu_j_Q f%ClC'gC'g e Cr_lC,, N Cl_gcl_g) (ObSGIV&QéO B?)
= (_ )l (flfuflzfl:a S fl’j72 fk+1fkfk+i1fk+i2 s fk+ij72 fu1fu2 s fuzk,j,2
= z I —
Situr frtus - - fk+u2k , JaCiCs .. CrqCy L. Cr_3Ci_y) (Observagao B.7)

-3 2k—j—2

= (_1)7(—1)(%”)( ’ )Sgn(flfilfiing o Siyo s fuz - Susn sy Tes1 S
2 2
SivisSovia - Soriyo Fovus fotus - Soruge ;o JC1C2 ... Cra G Co3Cl)
2 2

2k—j—2
) 0 fiSudi o S fu o Fuse s i
Jrtin fotin -+ fk+igf2 Jetur fovus - Srruge ;o JC1Co ... Cp . C_3C1 )

-3

= (—1)T<—1)(%+2) (%_Tj_z) (—Dsgn(fifofsfa - fefesrfeaafoes - foro1for
C1Cy...Ch...C3C ) (Observacao B.9)

_ (_1)%(_1)(%”)(

=3

= (—1)7(—1)(%”) (%%)(—1)Sgn(f1f2f3f4 oo Se S frera fras - for—a
f2kf2k+1f2k+2 .. f2k+2l—5f2k+2l—4)
—(—DETP = (- (k par ¢ j=0 (mod 4)).

Em seguida, para computar o sinal dos caminhos eulerianos do segundo, terceiro e quarto

tipo, procederemos de forma andloga ao caso anterior através das seguintes igualdades

581(Co(1)CryCo3) - - - Cop_yy st fiin fir fio frin - - fk+z']-_2 fij_z J1Co(ry - - Co(s)
fkfu1fk+U1fk+U2fU2 : fu2k SE sz+u2k SE f2k0;5+1 C_l 3) C (1_2))

= (_1)%<_1 (%H) (%_TJ_Q) (_1>(_1>(%+1) Sgn(f1f2 . f2k+2175f2k+2174)
= ()T =(-1)" (k par e j=0 (mod 4)).

~—
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Sgn(oa(l)ca_(lg)co(?)) - Ca_(i,l)ﬁfnfk+i1fk:+z‘2fi2 ca fi¥fk’+ij72 Jier1Co@y - - - Cos)
f2kfk+u1 fu1 fuz fk-i-uz cee fk-&-uzk,j,z fu2k;7j72 fkc;(lerl) C_ Cd(l 2))
ahgz Jugi—yo

j—2 2k

= (_1)%<_1) (%H) (MH) (_1)7(_1)%%11(](1]82 . f2k:+2l—5f2k+2l—4)
(k par e =0 (mod 4)).

Sgn(Ca(l)C;(lg)Ca(?,) - C;Ll Jerr fuvin fir Jio Frvia - - fk:+z‘j,2 fij,z J1Co(ry - - Co(s)
f2kfk+u1fu1fu2fk+m- fk:—i—ugk i quzk j— gfk0;3+1 C_l 3)0 (172))
2k—j—2 Jugk—j-o

= ()2 2 0) ) 5 ) sen(ffs - farvas farsai)

= (-T2 = (- (k par ¢ j=0 (mod 4)).
Desse modo, concluimos que os sinais dos caminhos eulerianos em M((ff)k_j) tém o

mesmo sinal e esse sinal é igual a (—1)%. Ademais, como os calculos acima independem
de r e s, obtemos que todos os caminhos pertencentes aos conjuntos M (g’Q)k 9 , onde
re{1,3,5...,1—-2}, s€{1,3,5,...,1 -2} e j = 4t, com 1 <t < 52 tém o mesmo
sinal e esse sinal ¢ dado por (—1)#.
]
Nos proximos lemas iremos omitir os calculos dos sinais dos caminhos eulerianos consi-
derados, pois esses calculos podem ser realizados combinando-se as Observacoes B.7, B.8
e B.9 com argumentos semelhantes aos utilizados no Lema B.12. Entretanto, com a fina-
lidade de contar futuramente os caminhos eulerianos positivos e negativos em H (S| (k, l))
iremos explicitar no enunciado de cada um dos lemas os tipos de caminhos que temos em

cada um dos conjuntos.

Lema B.13. Os caminhos pertencentes aos conjuntos Og’if_j), onder € {0,2,...,1—5},
sef{r+2,r+4,r4+6...,0—-3} ej=2t, com1<t<k—1, tém o mesmo sinal e esse
sinal é dado por (—l)FTl. Além disso, quando j =0 (mod 4) cada caminho em Oéi’if_j)

¢ de uma das sequintes formas

o CoyCriyCo) - Coppy f1fis frvin frvin fis - flj ) fkﬂ] 2 foxClpny - Ot
(s)fkfu1 fk+u1 fk:-i—uzqu SR fUQk_Zj_Q fk+u2k_2j—2 fk+100(s+1) 00(173)00(172)7

ondeil,...,i% E{Q,...,k—l} € Upy...,U2k—j—2 E{2,...,]{}—1}\{2'1,...&'%};
2

o Co)CriyCo3) -+ Copy st frin fis fio Frin - iy fips FrC o+ Cotoc)
(s)f2kfk+u1 fu1 fusz+u2 s fk—i—uzk_j_z fUQk_j_Q fl o(s+1) - Cg(l—g)oa(l_2)7
3 =3

onde iy, ... ij—2 €{2,...;k—1} e up,...,uz—y-2 € {2,... k—1}\{i1,... 052}
2 2 2
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Por outro lado, quando j = 2 (mod 4) cada caminho em Og’;k_j) serd de uma das formas

b C 00_(2)0 ;(i)flfhfk-i—hfk-&-igfiz . fk‘-i—zj 2 f’L] 2 fkcgr+1 C;
(s)kafk-‘rm fu1 fu2fk+u2 s fu2k_2j_2 fk+u2k_2j_2 fk—i—lo (s+1) OU(l—3)C‘7(l—2)7

onde iy, ... ij—2 €{2,...;k—1} e up,...,uz—y-2 € {2,... k—1}\{i1,...,i5-2};
2 2 2

o Cyy 00(2)0 ;(1)fk+1fk‘+i1fi1fi2fk+i2-~-fij o Jhrij zf%C;lTH) CUS 1)
(s)fkfulfk—‘rulfk-i-uzfuz' fk+u2k J 2fu2k j gfl o(s+1) C 1 CU(l*Q))
onde iy, ... ij—2 € {2,...,k—1} 6Ul,...,UQk—j—2E{2,...,k—1}\{i1,...,iﬂ}.
2 2 2
Lema B.14. Os caminhos pertencentes aos conjuntos P((g’j)k_j), onder € {1,3,...,1—4},

sef{r+2,r+4,r4+6...,0—2} ej=2t, com1 <t<k—1, tém o mesmo sinal e esse
sinal é dado por (—1 )Tl Além disso, quando j =0 (mod 4), cada caminho em P((ij)kfj)

¢ de uma das formas

b C CU(Q)C o(r)fkfilkarilkarigfig---fij ka+ij 2fk+1C (r41) "-Ca(s—l)
(S)flfulfk+u1fk+uzfu2~ fu% J ka—i-ugk ] 2f2k a(s+1 C;(l 3) Ca’(le)a
onde iy, ... ij—2 €{2,...;k—1} e up,...,uz—y-2 € {2,... k—1}\{i1,...,i5-2};
2 2 2
b C CO—(Q)C J(r)f2kfk+i1fi1fi2fk+i2 '-~fk+ij gfij Qfl O’(T’+1)"'OO'(S—1)
(s)fk+1fk+mfu1fu2fk+m~ S rtuse = 2 Juze 2hoj=2 2fk a'(s+1) C;(%—:i)CU(I—Q)’
ondeil,...,i% S {2,..., —1} € Upy...,U2k—j—2 € {2,...,/{—1}\{2'1,...,7;%}.
2
Por outro lado, se j = 2 (mod 4) entdo cada caminho em P(]’ )% D serd de uma das
formas
° C C10(2)61 U(”‘)fkfilfk—i-ilfk—l-mfiz' fk-H] zfzj 2f1 o(r+1) CO’(S—l)

(s)fk+1fk+u1 fu1 fuz fk+u2 ce quk—j—Z fk+u2k7j72 kaC; s+1) Ca(l—S)CU(l—Z)’
3 3
ondeil,...,i% S {2,...,]6—1} € Upy...,U2k—j—2 € {2,...,/{—1}\{2'1,...,7;%};
2

o Co)CoiyCo3) -+ Cotr) forfrvir fir fio Frvin - - fij 2fk+ij 2 Jer1Cor1) - - Co(s—)
(s)flfulfk+u1fk+u2fu2' fk-l—uzk SE QfUQk k=2 sz 0's+1 O % 3) Ca(l—2)a
onde iy, ... ij—2 €{2,...;k—1} e up,...,uz—y-2 € {2,.. . k—1}\{i1,...,i;-2}.
2 2 2
Lema B.15. Os caminhos pertencentes aos conjuntos N((f’sz)kfj), onder € {0,2,...,1—3},

se{r+1,r+3,r+5...,1—2} ej =0 (mod 4), tém o mesmo sinal e esse sinal € dado por

JZk 7)

l+1
(—=1)=2 . Ademais, sob essas condi¢oes cada caminho em N( ¢ de uma das formas
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b C 00(2)0 ;(flp)flfﬁfk‘-i-’ilfk)-‘riinQ : fij ka:-i-’ij 2f2k0;8n+1) "'00(871)
(S)fk+1fk+u1fmfu2fk+u2‘ fk+u2k 22 zfuyc kg2 sz o'(s+1) C;(}—S)Ca(l—Q)’
onde iy, ... ij—2 €{2,...;k—1} e up,...,uzy2 € {2,... k—1}\{i1,...,i5-2};
2 2 2

o CoClizCo) ;(1«)fk+1fk+nfi1fz’2fk+i2-~-fk+i] inj 2fk071«+1 o Co(sn)
(s)flfulfk+u1fk+u2fu2- fUQk J 2fk+u2k ] 2f2k 0-(5+1 C;(l 3) Ca(le)a
ondeil,...,i% S {2,..., —1} e Up,...,U2k—j-2 € {2,...,/{—1}\{2'1,...@'%}.
2
Lema B.16. Os caminhos pertencentes aos conjuntos N((J’ )k 2 ,onder € {0,2,...,1—3},

5 € {7"—1—1 r+3,r+5...,1—2} e 7 =2 (mod 4), tém o mesmo sinal e esse sinal é dado por
(7,2k=7)

-1 . Ademais, sob essas condicoes cada caminho em N, ¢ de uma das formas:
(rs)
o Oy CU(Q)C ;(}n)flfh Srvis frrinfin - - fk—i—i% fi¥ fkca_(lTH) o Co(s-1)

(s)fk+1fk+u1 fu1 fu2 fk+u2 cee fUQk_2j_2 fk+u2k_2]'_2 kaOg_é_;,_l) s OU_(}_?,)CO'(Z—Q))

onde iy, ... ij—2 € {2,...;k—1} e up, ..., um—y2 €{2,... k—1}\{i1,...,05-2};
2 2 2

o Cyy 00(2)0 ;(1)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2- fz‘j 2fk+ij 2f2kC;1T+1)---Ca(s—1)
(s)flfulfk+u1fk+u2fu2- fk!+UQk J 2fU2k ] 2fk s+1 C 1 00(172)7
ondeil,...,i% € {2,..., —1} e Up,...,U2k—j-2 € {2,...,/4}—1}\{2'1,...&'%}.
2
Lema B.17. Os caminhos pertencentes aos conjuntos Q(] 2k=3) ,onder € {1,3,...,1—4},
se{r+1,r+2,r+3...,1—3} ej=0 (mod 4), tém o mesmo sinal e esse sinal é dado

=3 2k .
por (=1)7= . Além disso, sob essas condi¢oes cada caminho em Q U2k=0) ¢ de wma das

sequintes formas:

L4 C CU(Q)C 0'(7") .fkfu fk—i—il fk—i—iQ fiz . fzj 2 fk—i—zj 2 fk+1CU(T+1 C;
o(s)f2kfk+u1 ful fusz+u2 cee fk+u2k,2j,2 fugk,Qj,g fl o(s+1) - Ca(l_g)ca(l—Q)a

onde iy, ... ij—2 €{2,...;k—1} e up,...,uz—y-2 € {2,... k—1}\{i1,...,i5-2};
2 2 2

o Cyy Cg(Q)C - Cotry Jor frvin fir fio frvia - - flmj ) fz] 2 J1C5(r41) C;(i_l)
(s)fk:fm fk+u1 fk+u2fu2 SR fUQk_2j_2 fk+u2k—2j—2 fk+1Ca(s+1) 00(173)00072)’

ondeil,...,i% 6{2,...,/{5—1} € Upy...,U2k—j—2 E{Q,,l{—l}\{’ll,,l%}
3

Lema B.18. Os caminhos pertencentes aos conjuntos Qgif—j), onder € {1,3,...,1—4},
se{r+1Lr+3...,1—3} ej =2 (mod4), tém o mesmo sinal e esse sinal é dado

J% 7)

por (—1)1775. Além disso, sob essas condi¢oes cada caminho em Q é de uma das

sequintes formas:
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® C C’O'(Q)O o’(’r’)fkfhfk—i—ilfk-i-iinQ"'fk:-‘rilgizfi%izfl o(r+1) C;
U(s)f2kfk+u1 fu1 fusz+u2 s quk_2j_2 fk+u2k_2j_2 fk+100(s+1) s Og(l_g)ca(l—2)7

ondeil,...,i% E{Q,...,k‘—l} € Upy...,U2k—j—2 E{2,...,]{—1}\{2'1,...,7;%};
3

o Cyy 00(2)0 o(r)kafk+i1fi1fi2fk+ig---fi%fk+ij 2 Jet1Co(rt1) - Cfs 1)
(s)fkfu1fk+u1fk+u2fuz s fk+u2k_2z-_2 f’LLQk_2Z'_2 fl o(s+1) O 1 C o(l-2)

onde iy, ... ij—2 €{2,...;k—1} e up, ..., uzk—j-2 e{2,...,/@—1}\{2’1,...,2'&}.
2 2 2

Com base nos lemas anteriores, podemos concluir que se [ = 1 (mod 4), entao todos

O(J Qk 7) P((J?Q)k*j)

sao positivos para quaisquer valores de r,s e j para os quais esses conJuntos estao de-

2k,0 02k
os caminhos eulerianos pertencentes aos conjuntos M(() ) M

. k: 2k—
finidos. Além disso, os caminhos pertencentes aos conjuntos N j’ =) Qgi " = com

j = 2 (mod 4) e r,s assumindo quaisquer valores para os quais esses conjuntos estao
definidos, também sao positivos. Por outro lado, os caminhos eulerianos pertencentes a

G20 : : lores d : : :
(r:5) sao negativos para quaisquer valores de r,s e j para os quais esses conjuntos

N(J 2k—j)

estao definidos, e os caminhos pertencentes a oy Vea Q(j’Qk*j)

(ns) scomj=0 (mod4)e
r, s quaisquer valores para os quais esses conjuntos estao definidos, também sao negativos.
Agora, se I =3 (mod 4), entao em cada conjunto ocorre exatamente o oposto com relagao
aos sinais dos caminhos eulerianos. Assim, conhecemos os sinais de todos os caminhos
eulerianos de 1 a k em H(S(, ;).

Por sua vez, denotaremos por CA a quantidade de caminhos pertencentes aos conjuntos
M((f)k’o), M((SO)’%), OEi i)k - ), P((Tj’f)k_j ) para quaisquer valores de r,s e j para os quais esses
conjuntos estao definidos, e aos conjuntos N(j z)k D o ngifﬂ), com j =2 (mod4)ers

assumindo valores para os quais esses conjuntos estao definidos. Isto é,

=3 -3 gy 58 =28
2 2 2
. (2k, 0) (0, 2k) (2t, 2k—2t)
A=Y p M T p MR LY 3 4ot )
B=0 a=0 t=1 B=0
1-5 1-3-253 k=2 1-3 - 5 28
G & (2t, 2k—2t) ~ O (4t+2, 2k—4t—2)
Jr
+ Z # Pogi1 os1420) | + Z # N, 2512a41)
t=1 =0 a=1 t=0 =0 a=0
k=2 1=5  1=5-28
O - (4t+2, 2k—4t—2)
™ Z 7 Q(2,6’+177 26+1+2a+1) |
t=0 =0 \ a=0
Além disso, denotaremos por CB a quantidade de caminhos pertencentes aos conjuntos
M ((i’gffj ), onde 7, s e j assumem quaisquer valores para os quais esses conjuntos estao defi-

nidos, e aos conjuntos N((ff)k_j) e Qg’if_j), com j =0 (mod 4) e r, s assumindo quaisquer
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valores para os quais esses conjuntos estao definidos. Ou seja,

-3 -2 1-3 1—3-28

77
(4t, 2k—At) (4t, 2k—At)
ZZ(Z#MW SRS 9 of (S SERYEET Y
t=1 =0 \ a=0 t=1 $=0 0
k2l5 zsm

(4t, 2k—Aat)
(X )
t=1 =0 \ a=0
Em seguida, observando a descricao dos caminhos existentes em cada um dos conjuntos

apresentados nos lemas anteriores, obtemos a seguir as cardinalidades desses conjuntos.

Isso nos permitird calcular os valores CA e CB que serao apresentados nos proximos lemas.
(2k,0) _ (2
o # My = (1) (k- DI -2),
para todo r € {1,3,5,...,1 — 2};
o # MO™ = () (k- 1)1 -2),

paratodos6{1,3,5,...,[—2};
o #MITT =) () (5 () (k-2 () (-2,
onde r € {1,3,5,...,1-2},5s€{1,3,5,...,1 =2} e j = 4t, com 1 < t < &%,
o # NI = () () () (k-2 () -2,
onde r € {0,2,4,...,01 -3}, s e {r+1,r+3,r+5...,0 —2} e j = 2t, com
1<t<k-1,

« #0057 =) (L) () (k—2- () (-2,
onde r € {0,2,4,...,01 =5}, s € {r+2,r+4,r+6...,01 —3} e j = 2t, com
1<t<k—1:

e # PV =() (5 () (k—2- () (-2,
onde r € {1,3,5,...,0 —4}, s €e {r+2,;r+4,r+6...,01 —2} e j = 2t, com
1<t<k-1

« # QN7 =) (23 () (k-2 () -2,
onder € {1,3,5,...,0—4}, se{r+1,r+3...,1-3}ej=2t,com1 <t <k-—1.

Lema B.19. A quantidade de caminhos eulerianos CA ¢é dada pela sequinte expressao.
-1 I—1\k [—3 -3 5k —4
— 4+ (2k — 2
[—3 I—1\k 4 — 5k [—5 -3
—— | —|= 2(k —2)!(1 — 2)!.
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Demonstracao. De fato, substituindo em CA as cardinalidades obtidas acima e reali-

zando as operagoes necessarias, obtemos

-5 ,1-3-28
k—1 3 T2
E—2\[/2t—-2
2 (2 () () () 2
t=1 B= = 2
zzzzzz

-5

————————————

————————————

= 2(k — 1)(%)2(16 — (1 =2 +2(k — 1)(l ; 3) ((l ; 3)2(k — (1l — 2):)
—2(k — 1)(“75) (l—3>2(k —2)I(1 —2)! +g(1—71) ((%)2(1@ — (1 — 2)!)
_g(l_T3> %)2<k—2)|(z—2)'+§(l;3>((l;3)2<k—2)!(z_2)!>
_g(z—% - )2(/<;—2)!(z—2)'

(s (2)(2)e5
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]
Agora, substituindo em CB as cardinalidades de cada um dos conjuntos e realizando

as operagoes necessarias, obtemos o seguinte.

Lema B.20. A quantidade de caminhos eulerianos CB € dada pela sequinte expressao.
[—1 [—1 94 [—1 n [—3 [—3
2 2 2 2 2
[—3 [—1 ) [—3 k—2
—— ) — - — | — )2 — -2l —2).

Desse modo, o teorema abaixo estabelece que, no caso em que k é par e [ > 3 é impar,

CB =

o grafo H(S(, ;) € nao cancelador.
Teorema B.21. O grafo H(Sék’l)) ¢ nao cancelador, para todo k par el > 3 impar.

Demonstracao. Para demonstrar que H (ka,z)) ¢ nao cancelador, basta demonstrarmos
que o vértice 1 em H (Sék,l)) ¢ nao cancelador, isto é, que o nimero caminhos eulerianos de
1 a k positivos em H (S{kvl)) ¢ diferente do nimero caminhos eulerianos de 1 a £ negativos
em H<ka,z))' Para tanto, usaremos os Lemas B.19 e B.20, para obtermos que CA # CB.

De fato, usando os Lemas B.19 e B.20, temos que
1
CA-CB= g(k -2 - 2)![8]{;([ —1)+8I(l—-3)+ 16].

Assim, como [ > 3 e k > 0, obtemos que CA — CB> 0, ou seja, CA # CB.
]
O teorema a seguir estabelece que o grafo H (SZM)) ¢ nao cancelador, para todo k par

el > 3 par.
Teorema B.22. O grafo H(Sék,l)) € nao cancelador, para todo k par el > 3 par.

Demonstragao. Note que em H(S(, ), temos que d(k + 1) = d(k +2) = k € par,
9(1) = O(k) = 1 é par e que todos os outros vértices em H(S(; ) tém grau 2. Assim,
pelo Teorema A.9, o grafo H (Szk’l)) tem caminho eulerianos que ligam o vértice k + [ a
si mesmo. Além do mais, podemos notar que esses caminhos sao de uma das seguintes

formas:

f2k+2l—5cf2k+2l—4 ou f2k+2l—40_1f2k+2l—57

onde C percorre todos os caminhos eulerianos que ligam o vértice 1 ao vértice k no grafo

H (ka 171)) e C'~! percorre os inversos desses caminhos.

87



Demonstragao do Teorema 2.15

Desse modo, temos que

(2k+21—4)(2k+21—5)
()

sgn( forr21-4C " forta-s) = (—1) sgn( for+21-5C fortoi-a)-

Como k e [ sao ntimeros pares, segue que
sgn( fors21-4C " fanrai—s) = sgn( forra1-5C forrai-a).

Por outro lado, sgn(forsa1-5C forsai—a) = (—1)**"*Osgn(C forsoi—s forsai-4) = sgn(C).
Assim, concluimos que o numero de caminhos eulerianos positivos que ligam k£ + [ a
si mesmo em H(S(; ;) € igual a duas vezes o niimero de caminhos eulerianos positivos
que ligam 1 a k em H (Sék,lq))- Do mesmo modo, concluimos que o nimero de caminhos
eulerianos negativos que ligam £+ a si mesmo em H (Szkyl)) é igual a duas vezes o nimero
de caminhos eulerianos negativos que ligam 1 a k em H(S{,, ;). Portanto, H(S, ) é
nao cancelador, se e somente se, H(Sék,l—l)) é nao cancelador. Como [ — 1 é impar, pelo
Teorema B.21, o grafo H(S(,, ;)) ¢ ndo cancelador, donde segue que H(S(, ;) é nao
cancelador, para todo k par e [ > 3 par.
]
Finalmente, combinando os Teoremas B.21 e B.22, obtemos a demonstracao do

Teorema 2.15, como queriamos.
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