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Resumo

Nesta tese apresentamos um estudo sobre graduacgoes e identidades polinomiais
graduadas da algebra de Grassmann E de dimensao infinita e com unidade. Primeira-
mente, estudamos Zy-graduacoes em E sem supor homogeneidade nos geradores. Aqui
consideramos E sobre um corpo de caracteristica zero. Provamos que, para uma classe
ampla de Zy-graduagoes nao-homogéneas de F, as identidades polinomiais Zs-graduadas
coincidem com as identidades das superalgebras homogéneas Fy«, E,, ou Ej. Mais ainda,
construimos uma infinidade de Zs-graduagoes nao-homogéneas de E que sao Zs-isomorfas
a uma das estruturas Ej«, Fy, ou Fr. Em um segundo momento da tese, estudamos a
estrutura de E como &lgebra Z-graduada, exibindo um método geral que permite Z-
graduar E. Descrevemos o Ty-ideal de identidades polinomiais para algumas dessas Z-
graduagoes. Em particular, descrevemos o ideal de identidades graduadas para £ munida
de sua Z-graduagao natural. Fizemos isso considerando E sobre corpos de caracteristica

zero e, depois, sobre corpos infinitos de caracteristica p > 2.

Palavras-chave: Algebra de Grassmann, identidades polinomiais graduadas, auto-

morfismos.



Abstract

In this thesis we study gradings and graded polynomial identities for the infinite
dimensional Grassmann algebra. First we study Zs-gradings on E without supposing
that the generators of E are homogeneous. Here E denotes the infinite dimensional
Grassmann algebra with 1 over a field of characteristic zero. We prove that, for an ample
class of non homogeneous Zs-gradings of F, the Z,-graded polynomial identities coincide
with the identities of the homogeneous superalgebras Ej«, F., or Ey. Furthermore we
construct infinitely many non homogeneous Z,-gradings of E that are Zs-isomorphic to
the structures Ey«, E, or Ei. Second we study the structure of £ as Z-graded algebra,
exhibiting a general method to construct Z-gradings on E. We describe the Ty-ideal of
the polynomial identities for some Z-gradings on E. In particular we describe the ideal
of the graded identities for £ endowed with its natural Z-grading. We did it considering
E over a field of characteristic zero and afterwards over an infinite field of characteristic

p > 2.

Key words: Grassmann algebra, graded polynomial identities, automorphism.
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Introducao

As algebras com identidades polinomiais sao objetos de grande relevancia na teoria
de anéis. Uma identidade polinomial de uma &lgebra A é um polindmio f(xq,...,z,)
em variaveis nao comutativas que se anula em qualquer avaliacao feita por elementos de
A. Uma algebra A diz-se uma Pl-algebra se admite uma identidade polinomial nao
nula. FExemplos classicos de Pl-algebras sao as algebras comutativas, as algebras de
dimensao finita, as dlgebras nilpotentes e seu estudo se tornou um campo fértil dentro da
matematica.

A teoria das algebras com identidades polinomiais (ou Pl-teoria) tem sua génese
creditada aos matemdticos Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Dubnov e Ivanov (ver [26,
27, 34, 17]), que estudaram a estrutura de anéis que satisfazem identidades polinomiais.
Nao obstante foi a partir de 1950, com o Teorema de Amitsur-Levitzki, que a Pl-teoria
se tornou alvo de estudos mais intensos. Tal teorema afirma que a algebra M, (F') das
matrizes n X n sobre um corpo F satisfaz a identidade standard de grau 2n. Em outras
palavras, dadas quaisquer 2n matrizes n X n, a soma alternada de todos os possiveis
produtos destas matrizes é a matriz nula. A partir dai, a descri¢do de todas as identidades
satisfeitas por uma dada algebra se tornou, por si so, objeto de estudos.

Denotando por T'(\A) o conjunto de todas as identidades satisfeitas por uma PI-algebra
A, observa-se que T'(A) é um ideal invariante por todos os endomorfismos de F'(X), sendo,
portanto, um 7T-ideal de F/(X). Devido a isso, descrever as identidades de A consiste em
encontrar um conjunto gerador para o T-ideal T'(A). Em 1950 Specht conjecturou que,
sobre um corpo de caracteristica zero, todo T-ideal de F'(X) é finitamente gerado como
T-ideal. Esta conjectura ficou conhecida como “Problema de Specht” e foi resolvida, de
maneira afirmativa, por Kemer em [29, 28].

A fim de resolver o problema de Specht, Kemer fez uso da Zs-graduacao natural
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da algebra de Grassmann. Uma Zs-graduacdo numa algebra A é uma decomposicao
A=Ay ® Ay, onde cada parcela (componente) é subespaco de A e A;A; C A;1j, para 1,
J € Zy. Neste caso, diz-se que A é Zy-graduada (ou superalgebra). Seja E a édlgebra de
Grassmann unitaria de dimensao infinita do espaco vetorial L com base enumeréavel g =
{e1,€e9,€3,...}. O exemplo mais importante de superdlgebra é a algebra de Grassmann
E com sua Zs-graduacao natural Ee,, = Fq) @ E(1), onde Eg) é gerado pela unidade e
pelos mondmios de tamanho par e E(;) é gerado pelos mondmios de tamanho impar.

Em sua teoria, Kemer mostrou que toda PIl-algebra associativa sobre um corpo de
caracteristica zero ¢ Pl-equivalente a envolvente de Grassmann de alguma superalgebra
associativa finitamente gerada. Mais tarde, foi mostrado um resultado ainda mais forte:
toda Pl-algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero é Pl-equivalente a
envolvente de Grassmann de alguma superalgebra associativa de dimensao finita. A
partir dai, o estudo das estruturas de superalgebra de uma dada algebra e das respectivas
identidades polinomiais Z,-graduadas ganhou relevancia.

Uma graduacao da algebra de Grassmann FE é chamada de graduacio homogénea
quando cada gerador e, de E é homogéneo na graduac¢ao. Somente nos ultimos quinze
anos as graduacoes da algebra de Grassmann tém sido investigadas mais de perto e varios
artigos vém abordando a questdao. Em 2001 Anisimov [2] investigou a estrutura da algebra
E munida pela agdo de automorfismos ou involugoes, mas nao descreveu explicitamente
graduagoes em E. Na verdade, a completa classificacao das superdlgebras de Grassmann
(homogéneas) em caracteristica zero se deu em 2009 por Di Vincenzo e da Silva [12],
onde os autores exibiram trés classes delas, a saber: Ey«, Fy e E,. O mesmo problema
foi resolvido em [10], sobre corpos infinitos de caracteristica p > 2 e em [22], quando o
corpo base é finito. Nos anos seguintes, os trabalhos [13, 11] trouxeram novos resultados
a respeito de graduagoes e identidades polinomiais graduadas da algebra de Grassmann.

Contudo, duas hipdéteses muito fortes continuaram sendo feitas, precisamente:
e Homogeneidade dos geradores {ey, ey, ..., €,,...} de E;
e Finitude do grupo que gradua FE.

Na literatura, nada ha a respeito das graduagoes em E onde uma dessas condigoes

nao é satisfeita. Neste ponto, duas perguntas surgem naturalmente:

1. A lista {Ey+, Ew, Er} de Zs-graduagoes de E estd completa?



12
2. Quais Z-graduagoes a dlgebra E admite?

Sabe-se que a cada Zsy-graduacao em E corresponde um automorfismo de ordem menor
ou igual a 2 (e vice-versa) e esta dualidade poe em evidéncia a necessidade de se conhecer
melhor o grupo Aut(E). Nos trabalhos [35] de Makar-Limanov e [8] de Berezin, a estrutura
do grupo Aut(A,) foi descrita, em que A,, denota a algebra de Grassmann de dimensao
finita em n geradores. No caso da algebra de Grassmann de dimensao infinita, nao temos
uma boa descrigao do grupo Aut(E), sendo conhecidos apenas os automorfismos que sao
obtidos a partir de operadores lineares de ordem prima do espago vetorial L.

Nesta tese, iremos exibir Zs-graduagoes da algebra de Grassmann sem a hipotese
de homogeneidade nos geradores e iremos classificar as Zs-graduagoes construidas.
Também iremos construir Z-graduacgoes em F, descrevendo suas identidades polinomiais
Z-graduadas. Aqui, cabe ressaltar que a tUnica Z-graduagdo em E trazida na literatura é

dada por E" = @ E™ onde

ne’l

0, sen<0
EM = F,sen=0 )

spanp{w € Bg | |supp(w)| =n}, sen >1

em que fg denota a base usual de monomios de F e |supp(w)| é a cardinalidade do suporte
do monémio w (tamanho de w). Tal estrutura é chamada de Z-graduagao natural de F
e, ao longo de todo este trabalho, serda denotada por E°*".

Voltando a dualidade entre automorfismos e graduagoes, dado um automorfismo ¢ €
Aut(E) de ordem no maximo 2, podemos construir uma Z,-graduagao E, = Ey , ® E ,,
onde Fjy, ¢ o autoespago associado ao autovalor 1 e E; , € o autoespago associado ao
autovalor —1. Reciprocamente, a partir de uma Zs-graduagao, podemos construir um
automorfismo de ordem no méaximo 2, de modo que estes objetos sao duais. Na verdade,
existe uma dualidade ainda mais forte entre agoes e graduagoes sobre uma dada algebra
e recomendamos [20, 21| para um maior aprofundamento no tema. As Zoy-graduagoes
homogéneas de E estudadas em [12] correspondem a automorfismos que agem de forma
linear no espaco vetorial L. Portanto, objetivando construir novas Zs-graduagoes em F,

precisamos exibir automorfismos de ordem 2 em F que ndo preservem o espaco base L.

Especificamente, fixada 5 = {ej,ea,...,e,,...} base do espago vetorial L e sendo
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¢ € Aut(E), com * = 1, definimos o conjunto I3 = {n € N | p(e,) = e, }. Conforme a

cardinalidade do conjunto I, hé os seguintes tipos de automorfismos:

1. Ig = N (este foi o caso estudado em [12]);
2. I # N ¢ infinito;
3. I ¢ finito;

Pode ocorrer de Ig = () e, em outra base ' de L, termos Iz # () (vide Exemplo 3.4.6).

Em razao disso, a quarta possibilidade a ser considerada e que exclui as anteriores é:
4. I, = (), para toda base v de L.

De certa forma, o conjunto Iz mede a “dispersao” dos geradores na respectiva Zs-
graduacao. Quanto menor for ||, maior serd a quantidade de geradores ndo homogéneos.
Iremos distinguir os automorfismos pelo conjunto /s e os chamaremos de automorfismos
do tipo 1, 2, 3 ou 4, de acordo com o0s casos anteriores.

Cada ¢ € Aut(FE) de ordem no maximo 2 pode ser representado na forma

o(e;) = Zajiej + Z Bmilm
onde cada a, é um monémio de F e |a,| denota seu tamanho. Consideremos a

transformacao linear ; definida no espaco gerado pelos e; por
pier) =) ajie;.
J

Em [2] foi mostrado que ¢; pode ser estendido de forma natural a um automorfismo de
ordem no maximo 2 de E, o qual é chamado de linearizacdo de ¢. A menos de mudanca
de base, desde que a caracteristica do corpo seja diferente de 2, podemos supor que
©i(€e;) = te; e, assim, obtemos uma decomposigdo L = L_; @ Li, onde os somandos sao
os autoespacos de ;. Impondo certas condicoes sob ¢, é possivel relacionar as identidades
Zo-graduadas das superédlgebras induzidas por ¢ e ¢;. Antes de enunciar um resultado de
Anisimov a esse respeito, convencionaremos a seguinte nomenclatura. Diremos que um
automorfismo ¢ € Aut(E) é do tipo candnico se preserva as componentes homogéneas
da superédlgebra F..,. O seguinte resultado estabelece um vinculo entre Zs-graduagoes

homogéneas e nao homogéneas em F.
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Teorema:(Anisimov) Seja ¢ um automorfismo de ordem 2 de E do tipo canonico e

suponha que uma das seguintes condigoes seja satisfeita:

I+1
l.dimL_;=l<xe H(gp(eij) —e;;) = 0, para quaisquer [+ 1 geradores e;,, ..., €;,,.
j=1
141
2. dimL; =1 < oo e [[(¢(e;,) + e;;) = 0, para quaisquer [ + 1 geradores e;,, ..., €., .
j=1

Entao, em qualquer dos casos, tem-se T5(E,) = T52(E,,).

Provaremos que todo automorfismo ¢ de ordem 2 tal que I ¢ infinito, necessariamente,
¢ do tipo canonico e, com uma condi¢ao adicional, que serda vista no Capitulo 3,
mostraremos que T5(E,) = T5(E,,).

Por outro lado, veremos que um automorfismo do tipo 3 ndo precisa ser do tipo
canonico. Por isso, nossa intuicao poderia dizer que uma superalgebra do tipo 3 deveria
ter uma estrutura bem distinta de uma superdlgebra homogénea. Veremos que isso nao
ocorre para uma classe especifica de situagoes. Particularmente, no Capitulo 3, exibiremos
uma Zo-graduacao em £ que possui apenas um gerador homogéneo, que ¢ induzida por
um automorfismo que nao é do tipo canonico e, contudo, admite uma estrutura bastante
familiar, sendo Zs-isomorfa a E,,,.

A luz dos objetivos da tese, decidimos dividi-la em quatro capitulos. O primeiro deles é
dedicado a apresentacao de conceitos e fatos classicos da PI-Teoria que sao tteis aos demais
capitulos. Procuramos ser concisos nessa parte da tese, enunciando diversos resultados,
mas sem trazer as demonstracoes, remetendo o leitor a bibliografia indicada no capitulo.
O Capitulo 2 foi escrito com a finalidade de compilar os principais fatos conhecidos
sobre graduagoes e identidades graduadas da algebra de Grassmann. Alguns dos fatos
14 expostos foram utilizados em resultados obtidos no Capitulo 3, dai a importancia de
apresenta-los. Ressaltamos que a concisao também foi marca proposital deste capitulo.

No Capitulo 3 da tese, trazemos um estudo sobre as superalgebras de Grassmann
nao-homogéneas. Para tal fim, a dualidade entre Zs-graduagoes em E e automorfismos
de ordem 2 agindo sobre E foi exaustivamente explorada. Mostramos que, em varias
situagoes, as identidades de uma superdlgebra de Grassmann (ndo necessariamente
homogénea) coincidem com as identidades das superdlgebras homogéneas. Mais ainda,
construimos uma classe ampla de Zs-graduagdes nao-homogéneas em FE que sao Zo-
isomorfas a uma das estruturas Ep«, E, ou Ep. Como mencionado anteriormente,

exibimos uma superalgebra de Grassmann que possui apenas um gerador homogéneo e,
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contudo, é Zs-isomorfa a superalgebra E.,,. Ja para automorfismos do tipo 4, mostramos
a sua inexisténcia em varias situagoes e formulamos a seguinte conjectura:

Conjectura: Seja F = ¢y @ e; uma Zy-graduacao arbitraria na algebra de Grassmann
E. Entao existe alguma base linear de L que contém, no minimo, um gerador homogéneo
na Zs-graduagao.

O quarto e tultimo capitulo do trabalho foi reservado ao estudo das Z-graduagoes e
identidades polinomiais Z-graduadas de E. Descrevemos um método geral que permite
munir /£ com uma estrutura de Z-graduacao e descrevemos as identidades polinomiais
para algumas dessas estruturas. Em particular, exibimos trés Z-graduacoes da algebra de
Grassmann, que denotamos por E¥'| E>® ¢ E* que induzem as superdlgebras Ej«, Fo
e E} via a graduagao quociente médulo 2Z. Descrevemos explicitamente as identidades
polinomiais Z-graduadas para E¥" e E>. Primeiramente, fizemos tal estudo sobre corpos
de caracteristica zero e, depois, sobre corpos infinitos de caracteristica p > 2. Ressaltamos
que E* tem suporte finito Sup(E*") = {0,1,...,k} enquanto Sup(E>) = {0,1,2,...} é

infinito. Também descrevemos uma graduacao em E cujo suporte é todo o grupo Z.
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Capitulo 1

Preliminares

O presente capitulo tem por objetivo estabelecer a linguagem que serd adotada ao
longo da tese. O ponto de partida é o conceito de algebra, passando, logo em seguida,
a nocao de Pl-algebras. Em todo o texto, o simbolo F' denotard um corpo e todos os
espacos vetoriais e dlgebras serdao sobre F. Optamos por uma breve exposicao desses
conceitos, evitando demonstrar os fatos apresentados. Para um maior aprofundamento

dos conceitos aqui trazidos recomendamos [20, 23, 24, 25, 33].

1.1 Algebras

Defini¢ao 1.1.1 Seja A um espago vetorial sobre F. Definimos um par (A,*) como

“y ”
*

sendo uma F-dlgebra (ou dlgebra sobre F') se ¢ uma operacao bilinear em A, isto €,

x: A x A— A satisfaz:

i) ax(b+c)=axb+ax*c;

it) (a+b)xc=axc+bxc

iii) (Aa) xb=ax (A\b) = N ax*b),
para quaisquer a, b, c€ A e\ € F.

Wy

Na definicdo acima, “x” é dita multiplicacio da &algebra A e, simplesmente, deno-
taremos o produto a * b por justaposicao ab, para quaisquer a, b € A. Mais ainda,

escreveremos simplesmente A em lugar de (A, %) para denotar a estrutura de algebra,
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deixando implicita a multiplicacdo. Diremos que “A é uma &algebra” ao invés de “F-
algebra”, deixando implicito o corpo F. Definimos o produto ajazas como sendo (ajas)as
e, indutivamente, o produto ajas...a,_ja, como sendo (ajas...a, 1)a,, para a; € A.
Diremos que um subconjunto 3 de A é uma base da algebra se é uma base do espaco
vetorial A, e definimos a dimensdo de A como sendo a dimensao de A visto como F-

espaco vetorial. Diremos, ainda, que A é:
e associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, ¢ € A.
e comutativa se ab = ba, para quaisquer a, b € A.

e unitdria (ou com unidade) se o produto possui elemento neutro, ou seja, se existe

1 € A tal que la = al = a, para todo a € A.

e dlgebra de Lie se a* = 0 e (ab)c + (be)a + (ca)b = 0 (identidade de Jacobi), para

quaisquer a, b, ¢ € A.

Quando a algebra A é unitaria, é ficil ver que a unidade 1 é tnica. Neste caso,
identificamos naturalmente o elemento A1 de A com A, para todo A € F. Nesse sentido,
dizemos que A contém o corpo F', identificando {A1 : A € F'} com F. Particularmente,
se A for associativa, tem-se que A é um anel, com respeito a adi¢ao e a multiplicacao da
algebra A.

No decorrer desta tese, trabalharemos principalmente com &algebras associativas.
Portanto, a partir deste momento, adotaremos a expressao algebra como sinénimo de
algebra associativa com unidade. Se a dlgebra em consideracao for sem unidade e
isso for essencial, o fato serd mencionado explicito. O mesmo se aplicard para algebras

nao associativas.

Exemplo 1.1.2 Considere o espago vetorial M,(F) de todas as matrizes n X n com
entradas em F', com n € N. Munido do produto usual de matrizes, M,(F) é uma F-
dlgebra associativa com unidade e de dimensdo n? . Chamamos de matrizes unitdrias
as matrizes F;;, para 1 < 1,5 < n, onde E;; é a matriz cuja unica entrada nao nula é1 na
i-ésima linha e j-ésima coluna. Claramente, o conjunto f = {E;; € M,(F) |1 <1i,j <n}
¢ uma base para M,(F'). Nao € dificil ver que se E;j, Ey € M, (F), entao E;jEy = 0;,Ey,

onde 6;; denota o delta de Kronecker.
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Exemplo 1.1.3 Seja L um espago vetorial com base enumerdvel f = {ey,eq,e3,...},
sobre um corpo de caracteristica diferente de 2. Definimos a dlgebra de Grassmann (ou

dlgebra exterior) de L, denotada por E, como sendo a dlgebra com base
BE = {17€i1€i2"'6ik | il < ig < - <Zk,]{7 Z 1}

e cujo produto é definido pela lei associativa e pelas relagoes e;e; = —eje;, para quaisquer

i, J € N. Ressaltamos em E os subespagos vetoriais
Ey = spanp{1,ei,es, -+ e, | m par } e

Eqy = spanp{ejej, ---€j, | n impar }

E facil verificar que E = Ew @ Eq) e

(i€, i) (€ €5y - €j,) = (=1)™"(ej,€5, - - - €5, ) (€ €4 - €4, ),
para quaisquer m, n € N.

De forma inteiramente analoga, podemos construir a algebra de Grassmann sem

unidade.

Definigao 1.1.4 Seja A uma dlgebra. Dizemos que um subespaco vetorial B de A é uma
subdlgebra de A se BB C B e 1 € B. Dizemos que um subespaco vetorial I de A € um
ideal de A se ocorrem AI C I e [AC I.

Exemplo 1.1.5 Seja E a dlgebra de Grassmann ja citada. Para cada n € N, considere

o subespaco A, de E gerado pelos elementos
{1, e, €€ |11 <iyp < -+ <ip <n}.

E ficil ver que A,, é uma subdlgebra de E de dimensio 2". Geralmente, ela é chamada

de dlgebra de Grassmann de dimensao finita nos geradores {e1, e, ..., e,}.

Exemplo 1.1.6 Fize uma dlgebra associativa A e defina

Z(A) ={a € A| ax = za para todo x € A}.
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E fdcil verificar que Z(A) é uma subdlgebra de A, chamada centro de A. Particu-
larmente, quando F tem caracteristica diferente de 2, temos que Z(E) = E(, onde E

denota a dlgebra de Grassmann de dimensao infinita.

Exemplo 1.1.7 Sejam A uma dlgebra e S C A. Consideremos o subespa¢o Bg de A
gerado por {1,s,---s, | k € N,s; € S}. E claro que By é multiplicativamente fechado e
que 1 € Bg. Logo Bg € uma subdlgebra de A, chamada de subdlgebra gerada por S. E

fdcil ver que esta é a menor subdlgebra de A contendo S.

Definicao 1.1.8 Sejam A e B dlgebras. Dizemos que uma transformagdo linear
¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras se p(xy) = @(x)p(y), para quaisquer

r,ye Aep(l)=1.

De forma inteiramente analoga, definimos os conceitos de endomorfismo, isomor-
fismo e automorfismo de dlgebras.

Dado um homomorfismo de algebras ¢ : A — B, tem-se que kerp = {x € A |
@(x) =0} é um ideal de A e que Imyp = {p(z) | z € A} é uma subdlgebra de B. Além
disso, temos A/ ker p ~ Imep.

1.2 Identidades polinomiais

Seja X = {x1,x9,...,2y,,...} um conjunto enumeravel de varidveis nao-comutativas.
Chamamos de palavra a toda sequéncia z;,x;, - - - ;,, onde k € N e x;;, € X. A palavra
vazia serd denotada por 1. A partir disso, defina F'(X) como o espago vetorial que tem
como base todas as palavras em X. Dessa forma, os elementos de F(X), chamados de
polindmios, sdo somas (formais) de termos (ou mondémios) que sdo produtos (formais) de
um escalar por uma palavra em X. Considere em F(X) a multiplicacao definida por

(@i @iy - T (T Ty - - Tj) = Tiy T+ + - Tiy Tjy Ty -+ = Ty -

Esse produto torna F'(X) uma F-algebra associativa e unitaria. Tomemos agora uma
algebra associativa unitaria A e uma aplicagdo qualquer h : X — A, com h(z;) = a;,
para todo ¢ € N. A partir disso, defina a aplicagdo linear ¢, : F(X) — A tal que

on(1) =1 e op(TiTiy - -~ T5,) = @iy A4y - - - a;,. . Veja que gy, € um homomorfismo de algebras
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e é o unico satisfazendo ¢p|x = h. Por este motivo, dizemos que F(X) é a dlgebra
associativa livre unitdria livremente gerada por X. Dado f(x1,...,z,) € F(X), denotamos
por f(ai,...,a,) a imagem de f(z1,...,x,) por ¢,. Perceba que f(ay,...,a,) é obtido

trocando-se x; por a; em f.

Sendo z, xo varidaveis em X, o polindémio [z1,xs] dado por [z, x5] = 129 — Xomy
¢ chamado de comutador de tamanho 2. De forma mais geral, sendo xq,xs,..., 2,
varidveis em X, definimos o comutador de tamanho n indutivamente por [x1, za, ..., x,] =
Hxla P 7$n—1]7 xn]~

Definicao 1.2.1 Seja A uma dlgebra. Dizemos que um polinomio f(xy,...,x,) € F(X)

(ou a expressao f(xy,...,x,) =0) € uma identidade polinomial de A se f(ay,...,a,) =0
para quaisquer ai,...,a, € A. Neste caso, dizemos que A satisfaz a identidade
f($1, Ce ,xn).

Em algumas ocasioes abusaremos da notagdo, dizendo que A satisfaz a identidade

f=o0.

Iremos denotar por T'(\A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de 4. Observe
que T(A) # 0, pois 0 € T(A). Se T(A) # 0, dizemos que A é uma dlgebra com identidade
polinomial ou Pl-dlgebra. Duas édlgebras A; e A, sdo ditas Pl-equivalentes se T(A;) =
T(Ay).

Exemplo 1.2.2 Seja A uma dlgebra comutativa. Entdo, f(xi,z2) = [x1,22] € uma

identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.3 A dlgebra de Grassmann (de dimensdo infinita ou finita) E satisfaz a
identidade |x1,x9,x3]. Para ver isso, basta notar que |a,b] € Z(F) para quaisquer a,

be k.

Exemplo 1.2.4 Sendo S, o grupo simétrico sobre n elementos, defina o sequinte
polinomio

Sn(xb s 73:71) = Z (_1)‘71-0(1) T 'CEG(”)’
oEeSh

onde (—1)? denota o sinal da permutagdo o.
Se A é uma dlgebra de dimensdo finita n, e k > n, entdo A satisfaz a identidade

sk(x1,...,xk). De fato, escrevendo os elementos de A como combinagao linear dos
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elementos de uma base fiza, e substituindo em sy, obteremos uma combinagdo linear de
valores de sy sobre elementos da base dada. Agora observamos que se duas varidveis de
Sk assumem valores iguais, a expressao assume valor zero. Como temos n vetores na base
e k > n variaveis, sempre repetiremos pelo menos um elemento da base.

Um conhecido teorema, chamado de Teorema de Amitsur—Levitzki, assegqura que
Son(T1, ..., T2,) € T(M,(F)). Observe que se n > 2, temos 2n < n*. Para mais detalhes

sobre o Teorema de Amitsur e Levitzki, ver por exemplo [20, 16].
Os seguintes conceitos sao cruciais na teoria das algebras com identidades polinomiais.

Definicao 1.2.5 (7-ideal) Dizemos que um ideal I C F(X) é um T-ideal se p(I) C I
para todo ¢ € End(F(X)). Equivalentemente, um ideal I é um T-ideal se, para quaisquer
flxy,....z,) €1 € gy,...,9, € F(X), tivermos f(g1,...,g,) € I.

Proposicao 1.2.6 Se A ¢ uma dlgebra, entio T(A) é um T-ideal de F(X). Reciproca-
mente, se I é um T-ideal de F(X), entao existe alguma dlgebra B tal que T(B) = 1.

Observagao 1.2.7 A respeito de T-ideais, apresentamos as sequintes observacoes:
o A intersecio de uma familia arbitraria de T-ideais € ainda um T-ideal.

e Dado S C F(X) qualquer, definimos o T-ideal gerado por S como sendo a interse¢io

de todos os T-ideais de F(X) que contém S. Denotaremos tal T-ideal por (S)T.

e Nesse contexto, veja que (S)T é o menor T-ideal de F(X) contendo S.

Na pratica, o T-ideal gerado por S coincide com o subespaco vetorial de F/(X) gerado
pelo conjunto {hy f(g1,-.-,9n)ha | f € S, h1,h2,91,...,9, € F(X)}.

Sendo A uma &lgebra e S C T'(A), dizemos que S é uma base para as identidades de
Ase T(A) = (S)". Se existe S finito nessas condigoes, dizemos que A tem a propriedade
de base finita ou a propriedade de Specht. O conhecido problema de Specht consiste em
saber se toda algebra associativa em caracteristica zero tem a propriedade de base finita.
Em [29], Kemer deu uma resposta afirmativa a essa questdao. Veremos alguns exemplos
concretos de T-ideais no que segue. Aqui cabe o seguinte comentario. Uma &algebra A
satisfaz a propriedade de Specht se seu T-ideal T'(A) é finitamente gerado e todo T-ideal

J com T(A) C J também é finitamente gerado.
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Exemplo 1.2.8 Seja A uma dlgebra comutativa e com unidade sobre um corpo infinito.

Entao temos que T(A) = ([z1, x2])7.

Exemplo 1.2.9 Seja E a dlgebra de Grassmann sobre um corpo infinito de caracteristica

diferente de 2. Entio T(E) = ([x1, 12, z3])T.

Exemplo 1.2.10 Considere F' um corpo de caracteristica zero. FEm 1973, Razmyslov
[38] mostrou um conjunto gerador com nove identidades para T(My(F')). Posteri-
ormente, Drensky [15] reduziu o nimero de geradores, provando que T(My(F)) =
(sa(w1, T2, w3, 14), [[T1, T2], 23])T. O mesmo problema foi resolvido em [30], com a
suposicao apenas de o corpo base ser infinito e de caracteristica diferente de 2. Nao

se sabe se, em caracteristica 2, T(Ms(F')) é finitamente gerado ou ndo.

1.3 Variedades e algebras livres

Defini¢ao 1.3.1 Seja S um subconjunto de F(X). A classe de todas as dlgebras que
tém todos os polinomios de S como identidades é chamada de variedade (de dlgebras

associativas) definida por S.

Se B é uma classe de élgebras, seja T'(B) a interse¢ao de todos os T-ideais T'(\A), com
A € B. A variedade de algebras definida por T'(B) é chamada de variedade gerada por
B e denotada por var®B. Caso B = {R}, denotaremos varB apenas por varR. E claro

que a variedade definida por S coincide com a variedade definida por (S)7.

Teorema 1.3.2 (Birkhoff) Uma classe nao vazia de dlgebras B € uma variedade se, e

somente se, € fechada por produtos diretos, subdlgebras e dlgebras quocientes.
Demonstracao: Ver em [16], pdgina 24. =

Definicao 1.3.3 Seja V uma variedade de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra F é
uma dlgebra relativamente livre de V (de posto enumerdvel) se existe um subconjunto Y
(enumerdvel) gerador de F tal que para toda dlgebra A € V e toda aplicagio h: Y — A,
existe um homomorfismo ¢ : F — A estendendo h. Neste caso, dizemos que F ¢é

livremente gerada por'Y .

Teorema 1.3.4 Toda variedade V possui alguma dlgebra relativamente livre. Além disso,

duas dlgebras relativamente livres de V, do mesmo posto, sao isomorfas.

Demonstragao: Ver em [16], pagina 23. =
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1.4 Algebras envolventes

Sendo A uma algebra associativa, definamos o produto dado por [a,b] = ab — ba,
para quaisquer a, b € A. Denotaremos esta nova algebra por A(-). Este novo produto é
anticomutativo e é facil ver que ele satisfaz a identidade de Jacobi, assim temos que A~
é uma algebra de Lie. Se uma algebra de Lie L é isomorfa a uma subalgebra de A7),

dizemos que A é uma dlgebra envolvente de L.

Exemplo 1.4.1 Considere L a dlgebra de Lie com base {u,v} tal que uxv = v. A dlgebra
de matrizes My(F) é uma dlgebra envolvente de L, pois o subespago vetorial V' de My(F)
gerado por {Eq1, E12} € uma subdlgebra de MQ(F)(*) e a aplicacao linear p : L — V que

satisfaz p(u) = By e p(v) = Ei9 é um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Seja L uma &algebra de Lie. Dizemos que uma &algebra associativa U é uma dalgebra
universal envolvente de L se L é uma subdalgebra de U(~) e para toda dlgebra associativa A
e todo homomorfismo ¢ : L — A() de dlgebras de Lie, existe um tnico homomorfismo
de élgebras associativas ¢ : U — A tal que 9|, = ¢.

Podemos expressar a propriedade da algebra universal envolvente graficamente da

maneira abaixo.

L 2 A0
3 !
U YA

Teorema 1.4.2 (Poincaré, Birkhoff, Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uma tnica
(a menos de isomorfismo) dlgebra universal envolvente U(L). Se L possui uma base
{e; | i € I} (com I totalmente ordenado), entao U(L) possui uma base formada pelos
elementos

€i1Ciy " " Ciy,
comipg <ig < - <y, ix €l ep=0,1,2,..., onde p =0 produz a unidade de U(L).

Demonstracao: Ver [16], pdgina 11. =
Sendo X = {z1,2y,23,...}, defina ComX = {[z;,zs,,..., 23] | & > 2,25, € X}.
Sejam B(X) a subdlgebra unitaria de F(X) gerada por ComX e L(X) o subespaco
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vetorial de F(X) gerado por X U ComX. Os polindmios de B(X) sao chamados de
polinomios proprios.

Vamos trabalhar agora com a 4lgebra F/(X)(=). Decorre da identidade de Jacobi que
se u, v € X UComX, entao [u,v] € L(X). Assim, L(X) é uma subédlgebra de Lie de
F(X),

Teorema 1.4.3 U(L(X)) = F(X).

Demonstragao: Ver [16], pagina 14. =
Considere L uma algebra de Lie e h : X — L uma aplicacdo qualquer. Seja

¢ : F(X) — U(L) a extensao de h. Temos que

90<[Ii17xi27 ce 7xlk]) = [90<x1'1)790(xi2)7 AR 90<xik)]a

e assim

e(L(X)) C L.

Além disso, é facil ver que se fi, fo € L(X), entdo o([f1, f2]) = [e(f1),e(f2)].
Dessa forma, obtemos que ¢|rx) : L(X) — L ¢ um homomorfismo de algebras de
Lie estendendo h. Por este motivo, chamamos L(X) de dlgebra de Lie livre, livremente
gerada por X.

Agora considere uma base ordenada de L(X) formada pelos elementos
L1, L92,L3, ..., Lpy..., UL, U2, U3y. .., Up,...

onde {uy,us,us,...} C ComX é uma base de [L(X), L(X)], o subespago vetorial de L(X)
gerado por ComX. Decorre dos teoremas 1.4.2 e 1.4.3 que F(X) tem uma base formada

pelos elementos

ni _.ng

Y3
Tiy Lig =" iy, ujluj2".ujq7k7Q7ni >0 (11)

onde i1 < ig < - <ig, J1 < Jo <o < g E claro que o caso k = 0 produz precisamente

uma base para B(X) e dado f(z1,x2,...,2,) € F(X), tem-se

flzy, 2o, ... 2p) = Zaax‘flx§2 ceexing,
a

onde a = (ay, as,...,a,),a; >0, a, € F e g, € B(X).
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Além disso, a independéncia linear dos elementos em (1.1) garante que esta expressao
para f é Unica.

Com essas observacoes, encerramos a presente secao. Na proxima, iremos trabalhar
os conceitos de polindmios multi-homogéneos e multilineares. Tais polinémios tém
uma importante funcao quando estamos descrevendo o ideal de identidades de algebras

associativas.

1.5 Polinébmios multi-homogéneos e multilineares

Defini¢ao 1.5.1 Considere m € F(X) um mondomio e x; € X. Dizemos que
® o grau de x; em m, denotado por deg, m, é o nimero de ocorréncias de x; em m;

e um polinomio f € F(X) é homogéneo em x; se todos os seus mondmios tém o

mesmo grau em T;;

e um polinomio f € F(X) é multi-homogéneo quando é homogéneo em todas as

varidveis.
Seja m = m(xy, s, ..., x;) um mondmio em F(X). Definimos o multigrau de m como
sendo a k-upla (a1, as, ..., a;), onde a; = deg, m. Para cada f € F'(X), a soma de todos

os monomios de f com um dado multigrau é dita ser uma componente multi-homogénea de
f. Disto segue que f é multi-homogéneo se, e somente se, possui uma tnica componente
multi-homogénea.

Os polinémios multi-homogéneos tém um papel importante no estudo das identidades

polinomiais, como veremos posteriormente.

Proposicao 1.5.2 Sejam [ um T-ideal de F(X) e f(x1,22,...,2) € I. Se o corpo F é
infinito, entao cada componente multi-homogénea de f pertence a I. Consequentemente,

1 € gerado por seus polinomios multi-homogéneos.

Defini¢ao 1.5.3 Dizemos que um polinomio f(xy,za,...,x,) € F(X) é multilinear se

for multi-homogéneo de multigrau (1,1,...,1).
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Observacao 1.5.4 Dizer que f € multilinear equivale a dizer que em cada monémio de

f cada variavel ocorre sempre com grau 1. Neste caso, f pode ser escrito como

Z QoTa(1)Te(2) * ** To(k)s COM Qg € F.
€Sk

Proposicao 1.5.5 Se [ é um T-ideal de F(X) e F é um corpo de caracteristica zero,

entao I é gerado por seus polinomios multilineares.

Observacgao 1.5.6 Denotaremos por V,, o subespago vetorial de F(X) gerado por todos
0s monomios multilineares nas varidveis x, . .., x,. De acordo com a proposicao anterior,
sendo A uma dlgebra associativa em caracteristica zero, descrever T(A) € equivalente a

descrever T(A) N'V,,, para cada n € N.

1.6 Graduacoes de grupos em algebras associativas

Nesta secao, estaremos sempre lidando com &algebras associativas e o simbolo G
denotara um grupo qualquer, para o qual adotaremos a notacao multiplicativa.
Abaixo, daremos énfase ao conceito de G-graduagao sobre uma algebra A, o qual

desempenhara um importante papel posteriormente.

Definigao 1.6.1 Sejam A uma dlgebra associativa e G um grupo arbitrdrio. Definimos
uma G-graduagao em A como sendo uma familia (Ag)gec de subespagos vetoriais de A

tais que
A= ®yecAy e AjA, C Ay,
para quaisquer g, h € G. Neste caso, dizemos que a dlgebra A é G-graduada.

Chamamos os subespagos A, de componentes homogéneas e os seus elementos de
elementos homogéneos de grau g. Quando a € A,, escrevemos a(a) = g para significar
que a é um elemento homogéneo de grau g. A componente homogénea A; é denominada
componente neutra (ou componente neutral) da G-graduagao, onde 1 denota o elemento
neutro de GG. Sendo H um subgrupo de G, é facil ver que a soma Y,z An é uma
subalgebra de A. Em particular, fazendo H = {1}, decorre que a componente neutra
A; é uma subélgebra de A. Quando o grupo G for abeliano e finito, dizemos que a

G-graduacao é abeliana e finita.
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Observacao 1.6.2 Se £} = @yeql, € uma G-graduacio na dlgebra de Grassmann e
a € E, a notagdo ||a|| = g € usada com o mesmo sentido de a(a) = g. Tal notagdao serd

bastante usada nos capitulos sequintes.

Exemplo 1.6.3 Toda dlgebra A admite uma G-graduagdo. Com efeito, definindo A; = A
e Ay = {0} para todo g € G — {1}, temos em A uma G-graduacio. Uma graduagio deste

tipo é chamada de G-graduagdo trivial.

Exemplo 1.6.4 Uma dlgebra Zs-graduada € chamada de superdlgebra. A decomposicio
natural Eea, = Eo) © Eqy para a dlgebra de Grassmann (definida no Ezemplo 1.1.8) é

um exemplo de superdlgebra.

Exemplo 1.6.5 (Graduagao de Vasilovsky) Considere a F-dlgebra My(F) e os su-
bespacos
a 0O 0

a
MQ(F)@Z |(I,b€F € MQ(F)T: |(I,b€F
0 b b 0

E facil ver que My(F) = My(F)g ® My(F)t define uma Zy-graduagio em My(F). Mais
geralmente, sendon € N, n > 1, considere a dlgebra M, (F). Para cada~y € Z,, definamos
M, = spanp{E;; | j —i =~}. Mostra-se, com um cdlculo direto, que a familia (M) ez,

¢ uma Zy-graduacio em M, (F).

Exemplo 1.6.6 Sejam A = ®yeqAy uma dlgebra G-graduada e a € A um elemento

homogéneo, com a # 0. Se a € idempotente, isto é, a*> = a, tem-se que a € A;.

Exemplo 1.6.7 Sendo A uma dlgebra G-graduada com unidade 1, tem-se que a unidade

1 € homogénea e que 1 € Ay. De fato, existem gi,...,g, € G tais que
Il=a1+ag +-+ay,
com a; € Ay, ay, € Ay, Tomando h € G e ap, € Ay arbitrdrios, temos
ap = apay + apag, + -+ -+ apay, .

Dai, seque que apag, =0 e apa; = ay, donde 1 = a; € A;.
Aqui ressaltamos que o exemplo anterior nao se aplica diretamente apesar de o
elemento 1 ser um idempotente, pois nao se sabe de antemdo se ele é homogéneo. No

raciocinio acima deduzimos que 1 ¢ homogéneo e 1 € A;.
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Definicao 1.6.8 Sejam A uma dlgebra e A = Gyec A, uma G-graduagio. O conjunto
Sup(A) ={g € G | A, # 0}

¢ chamado de suporte da dlgebra A (ou, ds vezes, suporte da graduagio de A).

Defini¢ao 1.6.9 Seja B um subespago vetorial de uma dlgebra A = ©y4cqAy G-graduada.
Dizemos que B € homogéneo na G-graduacio ou G-graduado quando B = ©yecq By, onde

B, = BN A,. Enuncia-se definicio andloga no caso em que B é uma subdlgebra ou um

ideal de A.

Exemplo 1.6.10 Sejam A = $gyecAy uma dlgebra G-graduada e B = ©yeqB, uma
subdlgebra homogénea na G-graduacio. Assim, se b = > b, € B devemos ter b, € B e

reciprocamente.

Exemplo 1.6.11 Sejam A = ®4cq Ay uma dlgebra G-graduada e I um ideal homogéneo
na G-graduag¢io. Tem-se que a dlgebra A/I €é naturalmente G-graduada, onde as

componentes homogéneas sio (A/I)y ={a+1]|a € A}

Exemplo 1.6.12 Sejam A = ®yeqA, uma G-graduacio e a, b € A;. E facil ver que
B = aAb é uma subdlgebra de A. Afirmamos que B é homogénea na G-graduagio. Com
efeito, um elemento tipico de B tem a forma a(}x,)b, onde z, € A,. Claramente,

axsb € B. Ademais, ax,b € AyAjA; C Ay. Dai B = ®yeqB,, onde B, = A, N B.

Exemplo 1.6.13 Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G e A = @gecAy uma
dlgebra G-graduada. Sendo G = G/H, a G-graduacdo inicial induz uma G-graduacdo
em A. Para isso, sendo g € G, definimos Az = @pegAgn. Demonstra-se facilmente que

A = ©;.547 define uma G-graduagio.

Observacao 1.6.14 Nos prozimos capitulos, estaremos interessados nas graduagoes da
dlgebra de Grassmann E. Ressaltamos, novamente, que a decomposicao Ec., = Eo)® E(1)
em parcelas correspondentes aos monomios de tamanho par e impar, € uma Zs-graduacao
em E, a qual chamamos de graduacao canonica.

Dizemos que uma dada graduagdo em E é uma graduagdo homogénea se todos os

geradores do espaco vetorial definindo E sao homogéneos.
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Definigdo 1.6.15 Sejam G um grupo e A = @gecAy, A" = DyecA], duas dlgebras G-

graduadas.

1. Um homomorfismo de dlgebras o : A — A’ € um homomorfismo G-graduado se
cumpre p(Ay) C Ay, para todo g € G. Analogamente, definimos endomorfismo,
isomorfismo e automorfismo G-graduado. No caso de um isomorfismo G-graduado,

claramente vale p(A,) = Aj.

2. Dizemos que duas G-graduagoes A = ©yecAy ¢ A = @gecAy, na dlgebra A sdio
isomorfas (ou equivalentes) quando existe um automorfismo ¢ : A — A o qual é

G-graduado, isto ¢, p(A,) = A, para todo g € G.

Aqui comentaremos que o conceito de equivaléncia de duas graduagoes é muito mais geral.
Como nesta tese nao trabalharemos com tal situacdo mais geral, omitiremos os detalhes
e nos referimos aos trabalhos citados abaixo.

A nocao de equivaléncia de graduacgoes é um conceito importante em PI-Teoria. As
graduagoes de grupos em varias algebras importantes tém sido estudadas e classificadas,

ver [6, 7, 42, 43, 44] e as respectivas referéncias nesses trabalhos.

1.7 Identidades polinomiais graduadas

Agora vamos expor, brevemente, o conceito de identidades polinomiais graduadas
para algebras graduadas. A ideia aqui é ter uma variante das identidades ordinarias
de modo que possamos, a partir das identidades graduadas, obter informagdes sobre o
caso ordinario. Ao longo de toda a se¢do, G denotarda um grupo abeliano qualquer e
usaremos notac¢ao multiplicativa. (Aqui mencionamos que identidades graduadas podem
ser definidas, da mesma maneira que faremos a seguir, para quaisquer grupos, nao
necessariamente finitos nem abelianos. Como nao precisaremos de tais conceitos mais
gerais, preferimos nos ater ao necessario para nossa exposicao, assim tornando-a mais
enxuta e concreta.)

Para cada g € G, considere um conjunto X, enumeravel e suponhamos que se g; # ga,
entdao X,, e X, sao disjuntos. Seja X = Uyee X, e considere a dlgebra livre F'(X). Vamos

estabelecer uma G-graduagao em F(X). Para isso, dado m = x5 - - - x, um monoémio
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qualquer de F(X), definimos:
a(l) =1ea(rize- - 2,) = alxy) -+ azy),

onde a(z;) = g, se x; € X,.

Agora, para cada g € G, seja
F(X), = (m | m é monémio e a(m) = g).

Claramente

F(X) = D F(X),

geG
é uma G-graduacao, a qual serd chamada de algebra associativa livre G-graduada. Caso

f € F(X),, dizemos que f é homogéneo de grau g e denotamos por «a(f) = g.

Definicao 1.7.1 Seja A = ®ycc Ay uma dlgebra G-graduada. Dizemos que o polindmio
f(z1,...,z,) € F(X) é uma identidade polinomial G-graduada de A se f(aq,...,a,) =0,
para quaisquer a; € Aq(z,, comi=1,...,n.

Assim como no caso ordinario, no contexto de algebras G-graduadas, também temos

a nocao de ideal de identidades graduadas, os T;-ideais. Veremos isso no que segue.

Defini¢ao 1.7.2 Seja F(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de F({X)
¢ dito ser um Tg-ideal se p(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de F(X).

Observagao 1.7.3 A respeito de Tg-ideais, temos as sequintes observacoes.

e Dizer que o ideal I é um Tg-ideal equivale a dizer que f(g1,...,9,) € I para

quaisquer f(x1,...,x,) €I € gi € F(X)qa@,), comi=1,... n.

e De forma andloga ao caso ordindrio, dado S C F(X), denotamos por (S)r, o Tg-

ideal gerado por S.

e Sendo A uma dlgebra G-graduada, o conjunto Tg(A) das identidades G-graduadas
da dlgebra A é um Tg-ideal de F(X).

e Todo Tg-ideal é gerado por seus polindomios multi-homogéneos, no caso de o corpo ser
infinito, e por seus polindomios multilineares, no caso de o corpo ser de caracteristica

ZETO0.
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o Quando G = Z,, para algum n = 2,3,..., e A € Z,-graduada, denotamos Ty, (A)
simplesmente por T,,(A). Neste caso, fala-se em T,,-ideal de identidades polinomiais

Lo -graduadas.

As demonstragoes desses fatos repetem palavra por palavra as do caso ordindrio. Para nao

abusar da paciéncia do leitor, decidimos omitir essas demonstragoes.

Exemplo 1.7.4 Considere a dlgebra de Grassmann E sobre um corpo de caracteristica
zero dotada de sua Zo-graduagio natural. Seja F(X) a dlgebra livre Zo-graduada. Vamos
escrever X =Y U Z, com aly) =0 e a(2) = 1 para quaisquer y €Y e z € Z. E fdcil ver
que f(z1,20) = 2120 + 2021 € g(Y1,Y2) = (Y1, Y] sdo identidades polinomiais Zs-graduadas

para E. Mais ainda, temos To(Eean) = ([y1, 2], 2122 + 2221)1,, onde a(z3) =0, 1.
O seguinte resultado relaciona os conceitos de identidades ordinarias e graduadas.

Teorema 1.7.5 Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas. Se T(A) C Tg(B), entdo
T(A) C T(B). Além disso, se T(A) = Tg(B), entio T(A) = T(B).

Demonstracao: Consideremos a dlgebra associativa livre F/(Y), onde Y = {y1,v2,...}
e seja f(y1,...,yn) € T(A). Dados by,...,b, € B, tomemos b, € By, parai =1,...,n
e g € G tais que b; = 3, biy. Para cada b;; # 0, tomemos e consideremos o polindémio
J(Xgea T1gs -3 X gec Tng) € F(X). Como f € T(A), obtemos que f; € Tg(A) e pela
hipdtese, segue que f; € Tx(B). Fazendo as substituigoes z;, = by parai =1,...,n e
g € G, temos

Fbry b)) = F(S brgy s S bng) =0

geG geqG
e assim f € T(B).
Além disso, se T(A) = Te(B), entdo Tg(A) C Ta(B) e Ta(B) C Tg(A), de onde

vem a segunda parte do teorema. m
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Capitulo 2

Breve Revisao sobre Graduacoes da

Algebra de Grassmann

A finalidade deste capitulo é compilar alguns dos resultados obtidos nos ultimos quinze
anos sobre graduacoes e identidades da dlgebra de Grassmann. Varios matematicos tém
abordado essa questao e produzido teoremas importantes. Em todos os trabalhos nessa

linha, no entanto, as seguintes suposi¢oes tém sido feitas sobre as graduagoes de E:
1. Homogeneidade dos geradores {ej, ey, €e3,...}.
2. A finitude do grupo que gradua a algebra de Grassmann FE.

Digamos que £ seja graduada por um grupo G. Quando a graduacao F = $geqlly
satisfaz a condig¢ao 1, iremos chamé-la de G-graduagao homogénea. Anisimov [3], Di
Vincenzo e da Silva [12], Centrone [9], [10], [11] e Di Vincenzo, da Silva e Koshlukov
[13] tém obtido resultados nessa diregdo, os quais serviram como leituras essenciais para
a presente tese. Pela similaridade entre a proposta da tese e alguns dos trabalhos
supracitados, no que segue vamos expor fatos essenciais para a abordagem que sera feita
nos capitulos vindouros. Os resultados aqui mencionados s@o no caso em que a algebra
E ¢ considerada sobre um corpo de caracteristica zero. Lembramos que a Zs-graduacao
mais conhecida em E' ¢é a Zy-graduagao natural, dada por E.., = E() ® E(). Para ela, o
Ty-ideal de identidades polinomiais graduadas é gerado pelos polinémios [y1, y2|, [y1, 22 €
2129+ 2221. Uma pergunta que salta aos olhos é: quais as outras estruturas de superalgebra
de E homogéneas? Essa pergunta ja foi completamente respondida no ano de 2009, como

Verenos.
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2.1 Sobre as Zs-graduagoes homogéneas

Em 2009, Di Vincenzo e da Silva abordaram o problema da descricio das Zo-
graduagoes homogéneas na algebra de Grassmann. Com a intencao de contextualizar
essa tematica para os préoximos capitulos, vamos exibir as principais ideias contidas no
trabalho [12].

Primeiramente, sendo {ej,es,e3,...} os geradores da algebra de Grassmann F,

consideremos as seguintes possiveis atribuicoes de Zo-grau nos geradores:

0,sei=1,...k

leillk = :
1, caso contrario
1, sei=1,...,k
”ei k* — )
0, caso contrario
e
0, se ¢ par
leilloo =
1, caso contréario
A partir dai, em cada caso acima, estendemos o Zs-grau a qualquer monomio de F,
pondo:

e, -+ e |l = d,

onde d € Z, satisfaz

d=leill+ -+ lle;]l (mod Zs).

Deste processo sao obtidas as superalgebras de Grassmann Fj, Fp« e Eo. A menos
de isomorfismos Z,-graduados, estas sao todas as possiveis superdlgebras de Grassmann
com geradores homogéneos. Note que E.,, ¢ um caso particular de Ej, quando k = 0.

Usando técnicas algébricas, as identidades e codimensoes para cada caso acima foram
descritas. Nos resultados seguintes, a algebra E ¢é considerada sobre um corpo F' de

caracteristica zero.

Teorema 2.1.1 (Di Vincenzo, da Silva, [12]) Considere a dlgebra de Grassmann E
sobre um corpo de caracteristica zero. Seja To(Ey) o Ty-ideal de identidades polinomiais

Zo-graduadas para FEg, onde d = oo, k*. Entao,
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1. Ty(Ey) € gerado pelos sequintes polindmios:
o [x1, 19, 23], para quaisquer graus o(xy), a(xs), a(rs).
2. Ty(Eg+) € gerado pelos sequintes polindmios:

o [11,x9, 23], para quaisquer graus a(xy), a(xy), azs).

® 212y 2y, onde az;) = 1, para todoi =1,... k+ 1.

Ja a descrigao das identidades Zs-graduadas para Ej é bem mais trabalhosa. A técnica
dos polinémios Y-proprios foi usada para tal descrigao.
No Capitulo 4 usaremos técnicas parecidas com as usadas em [12], visando descrever

as identidades Z-graduadas para E.

2.2 Linearizacao de automorfismos

As graduagoes por um grupo ciclico finito de ordem prima em F (mais geralmente em
qualquer algebra associativa) sdo equivalentes a agao de algum automorfismo de ordem
finita sobre E, quando o corpo-base é suficientemente “grande”. A tltima restricao é
necessaria para que o grupo em questao seja isomorfo ao seu grupo de caracteres. Em
outras palavras, o corpo base deve conter todas as representagoes irredutiveis do grupo.
Como o grupo ¢é abeliano, ele devera conter as respectivas raizes da unidade.

Na literatura, ha alguns trabalhos que lidam com os automorfismos da algebra de
Grassmann. Nesta segdo, discutimos alguns dos resultados de Anisimov [2] e [3], que
serdo tteis no capitulo seguinte. Aqui cabe ressaltar que as técnicas usadas por Anisimov
nao lidam explicitamente com graduacoes e identidades graduadas em FE, mas com a
no¢ao de grupo dos automorfismos e antiautomorfismos agindo sobre £. Em [1] pode ser
encontrado um estudo sobre as codimensoes involutivas na algebra de Grassmann.

Seja ¢ um automorfismo de ordem 2 da algebra de Grassmann. Digamos que ¢ esta

definido nos geradores por

gp(el) = Zajiej + Z ﬁmiama
J

lam|>2

onde cada a, é um monémio de F e |a,| denota seu tamanho. Consideremos a
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transformacao linear ; definida no espago gerado pelos e; por
piles) =D ajie;.
J

Em [2] foi mostrado que ¢; pode ser estendido de forma natural a um automorfismo de
ordem 2 de E. Chamaremos ; de linearizacao de ¢. Claramente, a linearizagao de ¢ age
linearmente sobre o espago base L. A menos de mudanca de base do espaco L, podemos
supor que os geradores de L sao autovetores para (;, cujos autovalores sao necessariamente
1 e —1. Denotando por Ly e L_; os autoespacos associados a 1 e —1, obtemos a seguinte

decomposicao do espago vetorial L:
L=L &®L_.

E cabivel tentar relacionar a Z,-graduacao definida por ¢; com a Z,-graduacio definida
por ¢ (potencialmente mais complicada). Sob algumas hipdteses, de fato, hd uma relagao
préxima entre estas estruturas, como vemos no teorema abaixo.

Chamamos um automorfismo ¢ de E de automorfismo do tipo canonico se ¢ preserva a
Zy-graduagao natural E.., de I, ou seja, ¢(E(;)) = E(;), onde E(;) denota as componentes
homogéneas de E.,,, para ¢ = 0,1. Voltaremos a este conceito no Capitulo 3.

Por ora, vamos enunciar um importante teorema de Anisimov. Ele sera bastante
util posteriormente. No resultado abaixo, a algebra E é considerada sobre corpos de

caracteristica zero.

Teorema 2.2.1 (Anisimov) Seja ¢ um automorfismo de ordem 2 de E do tipo candnico

e suponha que uma das sequintes condicoes seja satisfeita:

I+1
1. dim Ly =1<o0e[](ele;;)—ei;) =0, para quaisquer I+1 geradores e;,, . .. e,
j=1
1+1
2. dimLy =1l<o0 e H(gp(eij) +e;,) =0, para quaisquer [ +1 geradores e;, ..., e, .
j=1

Entao, em qualquer dos casos, tem-se To(E,) = To(E,,).

Demonstracao: Ver em [3]. =
O resultado acima nos diz que, se o automorfismo ¢ satisfaz certas condigoes, suas

identidades se reduzem a algum dos casos tratados por Di Vincenzo e da Silva [12].



36

Posteriormente veremos que, via este teorema, as identidades Z,-graduadas de uma ampla
classe de superalgebras de Grassmann nao homogéneas se reduzem as identidades das

superalgebras de Grassmann homogéneas.

2.3 Contribuicoes de Berezin e Makar-Limanov

O prolifero matematico russo Felix Berezin trabalhou intensamente com a nocao de
automorfismos na algebra de Grassmann, s6 que em dimensao finita. Nao obstante,
sua abordagem se utilizava de ferramentas de Anélise e visava aplicagoes a Fisica. O
compéndio [8] é uma excelente referéncia acerca das técnicas empregadas por Berezin.

A respeito dos automorfismos na algebra de Grassmann de dimensao finita, também
citamos as contribuigdes apresentadas por Makar-Limanov, em 1984. Sendo A,, a dlgebra
de Grassmann sobre n geradores, em [35] o autor usa técnicas da Teoria de Grafos para
estudar o grupo Aut(A,). Ressaltamos, no entanto, que a construgao feita nao explicita,
concretamente, os automorfismos de A,,. Recordamos ainda que a abordagem em [35]
¢ mais geral, nela consideram-se algebras de dimensao finita, onde alguns dos produtos
entre os geradores do espago vetorial L podem ser nulos. Também citamos aqui o artigo
[14], o qual aborda a mesma questao.

Vale salientar que a hipdtese de finitude da algebra de Grassmann é fundamental
em todos os trabalhos supracitados. Portanto, uma mera adaptagao dos resultados em
dimensao finita para o caso de dimensao infinita nao se mostrou promissora para oS N0Ssos

objetivos.

Observagao 2.3.1 A ideia mais natural de tentar transportar informacoes de uma
superdlgebra de Grassmann de dimensdo finita para uma de dimensdo infinita é a sequinte.
Suponhamos que p seja um automorfismo de ordem 2 sobre A, onde A,, denota a dlgebra
de Grassmann nos geradores {e1,...,e,}, com n € N. Agora consideremos a a¢io @
definida em E por:

o(e;), sei<n
p(e;) =

€;, caso contrdrio
E possivel mostrar que @ pode ser estendida a wm homomorfismo de E se, e somente

se, o automorfismo ¢ for do tipo canonico. E, neste caso, é facil ver que ¢ serd um
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automorfismo de ordem 2 de E. No capitulo sequinte exibiremos ideias mais gerais para

produzir superdlgebras de Grassmann de dimensao infinita.
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Capitulo 3

Automorfismos e Zo-(Graduacoes da

Algebra de Grassmann

O estudo das Zs-graduacgoes e identidades polinomiais Zs-graduadas da dlgebra de
Grassmann com geradores homogéneos foi completamente realizado por Di Vincenzo e da
Silva [40, 12], com a suposi¢ao de o corpo base ser de caracteristica zero. A lista de todas
as superalgebras de Grassmann homogéneas foi exibida, a saber { Ey+, F, Ei}, onde k é
um numero inteiro nao-negativo. Em seguida, as identidades polinomiais Zs-graduadas
para estas superdlgebras foram descritas sobre corpos infinitos de caracteristica p > 2 [10)]
e ainda sobre corpos finitos [22].

Também considerando o corpo base de caracteristica zero, ao longo deste capitulo
abordaremos o mesmo problema, s6é que num sentido mais geral. Mais especificamente,
construiremos Zs-graduagoes na algebra de Grassmann, s6 que sem exigir a homoge-
neidade dos geradores. Contrariamente a nossa intui¢do, constataremos que uma classe
ampla dessas superalgebras nao homogéneas é equivalente (como superalgebra) ou, pelos
menos, tem as mesmas identidades graduadas de algum caso homogéneo. Quando o
conjunto de geradores nao homogéneos de uma Zo-graduacao é finito, com uma condi¢ao
adicional sob a Zs-graduagao e usando como ferramenta o Teorema 2.2.1 de Anisimov,
provaremos que suas identidades coincidem com as identidades de algum caso homogéneo.
Exibiremos, concretamente, métodos para construir superalgebras de Grassmann nao
homogéneas com um numero infinito e finito de geradores homogéneos. Como uma
consequéncia direta, iremos obter uma Zs-graduagdo de E com apenas um gerador

homogéneo, mas cuja estrutura é Zs-isomorfa a superalgebra mais familiar possivel, a
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saber F.,. Para a obtencao de tais resultados, a dualidade entre Zs-graduacoes e
automorfismos de ordem 2 foi exaustivamente explorada. Na parte final do capitulo é
feito um estudo das superalgebras de Grassmann em dimensao finita, num caso bem
palpavel. Para uma &algebra de Grassmann de dimensao 4, exibiremos a lista de todas as
suas Zo-graduacoes. No entanto, a abordagem utilizada para dimensao 4 nao se revela

eficiente em dimensoes maiores.

3.1 Automorfismos, graduacoes e sua dualidade

Considerando A uma F-algebra associativa, existe uma dualidade natural entre Zs-

graduagoes e automorfismos de ordem no méaximo 2 de A. Ela é dada por
¢ € Aut(A), com p* =1+ A, = Ay, ® A,

onde as componentes homogéneas sao os autoespacos associados aos autovalores 1 e —1
de ¢, respectivamente. Aqui ressaltamos que como ¢? = 1, sobre qualquer corpo de
caracteristica diferente de 2, a transformacao linear ¢ ¢é diagonalizavel, isto é, existe
uma base que consiste de autovetores de ¢ (Este fato da dlgebra linear elementar é
bem conhecido; o resultado independe da dimensdo do espago vetorial onde ¢ age.)
Mais detalhes sobre a dualidade entre graduacoes e grupo de automorfismos podem ser
encontrados, por exemplo, no Capitulo 3 de [20] e no artigo [21].

Para estudar as Zs-graduagoes da algebra FE, usaremos sobremaneira esta técnica.
Mencionamos que as Zs-graduagoes homogéneas de E correspondem aos automorfismos

de E definidos nos geradores por

o(e;) = te;.

Sendo ¢ € Aut(E) com ¢ = 1, observe que

g, = & + p(ei) L G- p(e:)
2 2

, para 1 € N.

e +(ei)

Escrevendo q; = 5

, tem-se que
o v(e;) = —e; + 2ay,

e ¢(a;) = a;, isto é, a; tem grau zero na Zs-graduagao E, e
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o v(e; —a;) = —(e; — a;), isto é, e; — a; tem grau um na Zy-graduagao E,.

Definigao 3.1.1 Sejam ¢ € Aut(E) e Ecan = E) ® Eqy a Zs-graduagio natural de E.

Dizemos que ¢ é do tipo canonico se

1. o(Ew)) = E);

Observagao 3.1.2 A respeito de automorfismos canonicos, as sequintes observagoes sao
triviass.
e Cada uma das superdlgebras Eo,, Ex« e E) corresponde a automorfismos do tipo
candnico, definidos por ¢(e,) = *e,.
e Sendo ¢ um automorfismo de ordem 2 de FE, tem-se que ¢ é do tipo candnico se, e

somente se, a; = (e; + p(€;))/2 € Ey, para todo i € N.

Fixada uma base = {ey,es,...,€,,...} do espago vetorial L e sendo ¢ € Aut(E) tal

que ¢? = 1, considere o conjunto

Is ={n e N|ype,) = *e,}.

Claramente, existem as seguintes possibilidades:
1. Iy =N.
2. I3 # N ¢ infinito.

3. I ¢é finito e nao vazio.

Pode ocorrer de Ig = () e, em outra base 5’ de L, acontecer Iz # () (vide Exemplo

3.4.6). Assim, a quarta possibilidade que complementa as anteriores é:
4. I, = (), para toda base linear v de L.

Observe que o caso de automorfismos do tipo 1 ja foi inteiramente descrito por Di
Vincenzo e da Silva, em 2009, veja [12]. Abordaremos os outros tipos nas préximas
subsecoes.

Chamaremos os automorfismos listados acima (e as respectivas Zs-graduagoes) de
automorfismos (Zy-graduagoes, respectivamente) do tipo 1, tipo 2, tipo 3 e tipo 4.

Adiante, iremos obter resultados sobre cada um deles.
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3.2 Automorfismos do tipo 2
Iniciamos esta secao com um resultado que fornece um critério para a construcao de

automorfismos do tipo 2. Como veremos, eles sao necessariamente do tipo candnico.

Proposicao 3.2.1 Seja ¢ € Aut(E) tal que ©* = 1. Suponhamos que p seja um

automorfismo do tipo 2, isto é, I3 # N ¢é infinito. Entao ¢ é do tipo canonico.

Demonstracao: Seja E, = Ey, ® Ey, a Zy-graduacao induzida por ¢, denotamos
J={jeN|j¢ s} Porsimplicidade, vamos escrever I = I4.
Para cada j € J, temos que ¢(e;) # *e; e, assim, e; nao é homogéneo na graduacao

E,=FEy,® FE,, . Sendo assim, podemos escrever
ej =a;+bj, coma; € Fy,eb; € E,

onde cada parcela é nao nula.

Como ¢(b;) = —b;, temos que

plej — a;) = (b;) = —bj = —¢; + a;,

logo ¢(e;) = —ej + 2a;. Vamos provar que cada a; é soma de mondmios de tamanho
impar. Para isso, escreva

_ e o
aj—aj+aj,

onde af é a soma de todos os mondmios de tamanho par de a; e aj € a soma de todos os
monomios de tamanho impar de a;.
Agora escolha t € I tal que e; ndo pertenca ao suporte de nenhuma parcela de a$ (essa

escolha é possivel, pois I é infinito). Uma vez que
€€t + €€ = O,

devemos ter

p(ej)pler) + oler)ple;) =0,

e, pelo fato de p(e;) = +e;, temos

(—e; +2aj)e; +ei(—e; +2a;) =0, logo aje + ea; = 0.
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Obtemos (a§ + a?)e; + ei(a§ + aj) = 0. Segue que e;a§ =0 e a$ = 0.
Portanto, para cada j € J, a parcela a; ¢ soma de mondmios impares, provando que
@ € do tipo canénico. m

Fixados uma base  de L e ¢ um automorfismo do tipo 2 de E, sejam
o I"={iel]|p(e)=ei},
o [T ={iel]|yle)=—e},
o J={jeN|j¢l}

Desde que ¢ é do tipo 2, o conjunto I = I™ U I~ é infinito. Temos os subcasos:

S1. |I"| e |[I7| infinitos.

S2. |I'*] infinito e |I~| e |J| finitos.

S3. |I'"| infinito, |/~ | finito e |J| infinito.

S4. |I*] finito, || infinito e |J| finito.

S5. |I*] finito, || infinito e |J| infinito.
Usando as notagoes anteriores, obtemos os resultados que seguem.

Proposicao 3.2.2 O T,-ideal de uma superdlgebra de Grassmann do tipo S1 coincide

com Ty(Ey).

Demonstragao: Supondo ¢ do caso S1, temos que os conjuntos I e I~ sdo infinitos.
Seja B a subélgebra de E,, gerada por 1, e, para todo n € ITUI~. Neste caso, temos que
B C E, é uma subélgebra homogénea e B ~ E, (isomorfismo de superalgebras). Logo,
([1, 22, 23])1, = T2(Ex) D T2(E,), onde a(x;) = 0 ou a(z;) = 1, para todo i = 1,2, 3.
Assim, decorre que Ty(E,) = T5(Ey). ®

Suponhamos agora que estejamos com o caso S2. Apdés uma possivel mudanga de

indices nos geradores, a definicdo do automorfismo ¢ é da forma

—e,, sel <n<k

o(en) = —e, +2a,, sek+1<n<k+t

€n, S€en > k4t

Sendo E, = Fy, ® E ,, note que:
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o EO,go DW= SpanF{Lenvak-l-la sy Ayt ’ n>k +t}
o I ,D Vi =spanp{er, ..., ek, (€rt1 — Qpy1), .- (Chgt — Qhge) }-

Observagao 3.2.3 Mais geralmente, Ey, € gerado (como espago vetorial) por todos os
produtos de elementos de Vi e Vi com um nimero par de fatores em V. Jd F, , € gerado

por tais produtos com um numero impar de fatores em V;.

Seja B a subdlgebra de E, gerada por ey, ..., e, €,, para todo n > k+1. Claramente,

B é homogénea e

Ek* ~ B C EL,D-
Logo,
T5(Eg+) D Th(E,).
Ademais, como cada translagdo (exr1 — agi1),-- -, (éxrr — ape) tem quadrado nulo

(pois o automorfismo ¢ é canonico pela Proposigao 3.2.1 ), é facil ver que

R1%22 -+« Zhtt+1

¢ uma identidade polinomial Z,-graduada para E,. Portanto,

TQ(Ek*) D) T2<Eap) D) Tz(E(kth)*).

Sob uma condicao adicional nos elementos ayi1,...,ar4, garantimos que T5(E,)
coincide com o Ts-ideal de alguma Zs-graduacao homogénea. O teorema seguinte é a

esse respeito.

Teorema 3.2.4 Sejam ¢ um automorfismo em E do tipo S2 e Th(E,) o seu Ty-ideal
de identidades Zy-graduadas. Se cada elemento apiq,...,ar; € soma de monomios de

tamanho maior ou igual a 3, entdo Th(E,) = To(E,,).

Demonstracgao: Por hipotese, sabemos que ¢ é do tipo S2 e assim [~ e J sao finitos.
Digamos que

I~ |+ |J| =L
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Pela Proposicao 3.2.1, temos que ¢ ¢é do tipo candnico. Além disso, ocorre que

141
dimL_; =1<ooe [[(¢(e;,) —e;;) =0, para quaisquer [ + 1 geradores e;,, . .
j=1

. 67;Z+1 .
Pelo Teorema 2.2.1, obtemos que T5(E,) = T5(E,,), como queriamos provar. m
Seguindo a mesma ideia que foi usada acima, lidamos com o caso de automorfismo do

tipo S4.

Teorema 3.2.5 Sejam ¢ um automorfismo em E do tipo S4 e To(E,) o seu Tr-ideal
de identidades Zy-graduadas. Se cada elemento apiq,...,ar; € soma de monomios de

tamanho maior ou igual a 3, entdo Th(E,) = To(Ey,).

Demonstragao: Analoga a demonstracdo do Teorema 3.2.4. m
Para automorfismos satisfazendo S3 e S5 (nos quais J é infinito), suas identidades

Zo-graduadas estao contidas no Th-ideal de alguma Zs-graduacao homogénea.

Teorema 3.2.6 Seja ¢ um automorfismo do tipo 2 de E. Temos que:
1. Se ¢ satisfaz S3, entdo To(E,) C To(Ej+).

2. Se ¢ satisfaz S5, entdo TH(E,) C To(Ey).

Uma pergunta que se coloca naturalmente é: como construir automorfismos (e Zo-

graduagoes) do tipo 27 Faremos isso na segao seguinte.

3.2.1 Algoritmo para Zs-graduagoes do tipo 2

Iremos exibir um passo a passo de como construir automorfismos do tipo 2 na
algebra de Grassmann. Embora os automorfismos obtidos por este algoritmo nao ajam
linearmente sobre os geradores, surpreendentemente, veremos que as superalgebras de
Grassmann induzidas equivalem as homogéneas.

Considere um conjunto infinito I C N e defina a funcdo ¢(e;) = +e;, parai € I.

Suponha que I # N. A partir disso, construa os seguintes conjuntos:
o [T ={icl]|pe)=e}.

o [T ={iel]|yple)=—e}.
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o J={jeN|j¢I}.

Perceba que I = I UI~. Para cada j € J, construa um elemento a; € E seguindo as

instrugoes abaixo:

1. a; é combinacao linear de monomios de tamanho impar.
2. Todo monomio que aparece em a; tem por fatores geradores que tém indice em I.

3. Em cada monoémio que ocorre em a;, o nimero de fatores com indice em /= ¢é par.

Note que o passo a passo anterior ¢ flexivel. Para todo j € J, os respectivos a; podem
se repetir ou nao. Isso nao interfere na construcao.

A partir da construgao acima, estenda a funcao para todos os geradores de F, pondo:

e, sei eIt

p(ei) = —e;, se1 € 1™

—e; + 2a;, sei € J

E facil ver que:

e A condigao (1) implica que ¢ pode ser estendido a um endomorfismo de F e
e As condigbes (2) e (3) implicam ¢(a;) = a; para todo j € J.

Tem-se que ¢ ¢ um automorfismo de ordem 2. De fato, se i € I, claramente, ©?(e;) = e;.

Caso j € J, temos:
©*(ej) = p(—e; + 2a;) = —(—e; + 2a;) + 2a; = e;.
Portanto, ¢ ¢ um automorfismo de ordem 2. Sendo E, = FEy, ® E;, a superalgebra
induzida por ¢, decorre que
e By, D spanp{e;,a;|ielt,jeJ}te
o £, D spanple;,(ej —aj)|iel,je J}.

A descrigao precisa de cada componente homogénea é feita como na Observagao 3.2.3.
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Chamaremos o algoritmo anterior de algoritmo 1. Note que para cada ¢ obtido pelo
algoritmo 1, a superalgebra F, nao é homogénea, podendo ter infinitos geradores nao
homogéneos.

A proposicao seguinte classifica as Zs-graduagoes que sao obtidas do algoritmo 1.

Proposicao 3.2.7 Seja ¢ € Aut(E) um automorfismo de ordem 2 construido pelo
algoritmo 1. Entdo existe um isomorfismo Zs-graduado entre E, e uma das sequintes

superdalgebras Fo,, Fi ou E}.

Demonstracao: Seja E, = Ey, ® E1, a Zo-graduacao induzida por um automorfismo
¢ ) ® ) ) g ¢
¢ construido pelo algoritmo 1.

A partir disso, defina E = E© @ EM a Z,-graduacio homogénea induzida por
lea|| =0,sen eI,

lem|| = 1, caso contrario .

Agora considere a funcao f,: EO g E®H E,=FEy,® E,, dada por

e, sei €l
f@(ei) =

e —a;, sei € J

Podemos estender f, a um endomorfismo de E, pois as imagens escolhidas para os
geradores anticomutam. Além disso, ¢ facil ver que f,, preserva os graus nos geradores, ¢

invertivel e que sua inversa g, : £, — E© @ EW é dada por

e, se1 el
g¢(ei) =
e +a;, sei €J

Assim, E,, é Zo-isomorfa a uma das superalgebras Fo,, Ey- ou E. =

Exemplo 3.2.8 Seja I =17 ={2,3,4,...} e defina

e, sei# 1
ple;) =
—e1 + 2egezey, se i =1

Veja que
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o Ey, D spanp{es, es, eq,.. . }.
o £, D spanp{e; — eseseq}.

Considere E com a Zs-graduacdo induzida pelo método exposto na proposicao anterior,
isto €, |ler]] =1 e ||le;|| = 0 para i # 1 (temos exatamente a superdlgebra Ey«). Entdo a

fungao f, : B — E,, dada por

e, set# 1
f@(ei) - )

e1 — ege36y, Set =1

pode ser estendida a um isomorfismo Zs-graduado entre Ky« e E,.

Agora defina a fungdo

o) = e, set1#1

—e1 + 2(Teps + 1leg + egezey + 2646667617650), sei=1
Tem-se que v induz a superalgebra
o Eyy D spanp{es, es, ey, .. .}.
o Eyy D spanp{e; — (Teis + 1leg + esezeq + %646667617650)}.

Pela proposicio anterior, temos que E, e Ey sao Zg-isomorfas a FEi-. Ou seja,
mesmo tirando a homogeneidade de ey por parcelas bem mais arbitrdrias, a estrutura

da superdlgebra nao se altera.

3.2.2 Zs-graduacoes triangulares em £

Nesta se¢ao, vamos apresentar uma maneira bem particular de construir Zs-graduacgoes
em F, que aqui serdo chamadas de Zs-graduacoes triangulares!. Para cada N € N,
construiremos um subgrupo 7y de ordem 2V de Aut(E) com a propriedade de que todos
os seus elementos induzem superalgebras de Grassmann. Assim, em 7y, poderemos

investigar questoes do tipo: se ¢, 1 € Ty, qual relagao ha entre E,, Fy e Egyop?

"Nomenclatura inspirada no trabalho [35] de Makar-Limanov.
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Aqui denotaremos por ., = E() ® E(1) a Zy-graduagao natural de E e, sendo k € N,

usamos a notacao:

E(eq,...,e) : subespaco gerado pelos mondmios sem fatores em {ey, ..., ex}.

Definicao 3.2.9 Seja n € N. Todo automorfismo T,,: E — E definido por

ej, sej#mn
Tn(ej) =
—e; +2P;, sej=n,
onde P, € E(ey,...,e,) N Eqy, € chamado de automorfismo triangular de indice n de E.

Observacao 3.2.10 Todo automorfismo triangular
e ¢ de ordem 2,
e pode ser obtido pelo algoritmo 1,

e induz uma superdlgebra de Grassmann Zo-isomorfa a Ei«.

Fixemos N € N e sejam T, ..., Ty automorfismos triangulares definidos de modo que

Py € Eles,...,en) N Eqy,

para todo j = 1,..., N. Novamente, os P; construidos podem se repetir ou nao, isso nao
interfere na construcao.

Agora seja T o subgrupo de Aut(E) gerado por Ti, ..., Ty, isto é, 7y = (Th, ..., Tn).

Proposicao 3.2.11 Seja 75 um subgrupo de Aut(E) construido pelo método anterior.

Entao, valem:
1. 75 € um grupo abeliano.
2. Ty € finito e tem ordem 2V,
3. Todo elemento de Ty induz uma superdlgebra de Grassmann.

4. Seperyep="Tj0---0T;, comj; # ji, para i # l, entao E, € Zy-isomorfa a
Ey.
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Demonstrac¢ao: Provemos o item 1. Sejam u, v € {1,..., N}, com u < v. Se j # u, v,
claramente

T,oT,(ej) =T,0T,(ej) =e;j.

Além disso,

T,oT,(en) =Tyule,) = —e, + 2P, e
T,oT,(ey) =Ty(—ey, +2P,) = —e, + 2P,

donde T, o T,(e,) = T, o T(ey). Da mesma forma, temos T, o T,(e,) = T, o T, (e,),
provando que Ty é abeliano. Deste fato, segue a validade dos itens 1 e 2.
Como 7y ¢é abeliano e todo gerador é de ordem 2, o item 3 segue diretamente. Para

provar o item 4, usa-se a mesma ideia usada na Proposicao 3.2.7. m

3.3 Automorfismos do tipo 3

Por ora, vamos concentrar nossa atengdo em automorfismos do tipo 3. Iremos dar
a forma geral deles, tendo por intencao entender melhor a superalgebra de Grassmann
induzida.

Usando a mesma ideia da Proposicao 3.2.1, apresentamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.3.1 Seja ¢ € Aut(E) tal que ¢* = 1. Suponhamos ainda que © seja um
automorfismo do tipo 3, isto é, I3 = {1,...,k}, onde k > 1. Entao ocorre uma das

possibilidades abaizo:
e © ¢ do tipo canonico ou

e © ¢ descrito por

te,, sel <n<k
@(en): )
—e, +2e1---e,V, +2W,, sen >k

onde {V,, } sk contém elementos nao nulos e estes tém a mesma paridade que k, cada V,,
nao tem parcelas com fatores em ey, ..., e, e, ainda, cada W, € soma de mondmios de

tamanho impar. Além disso, vale a sequinte relacao:

er---ep(Voer + Viep) =2e1 - e (V,2W, + V.W,),  1,p>k. (3.1)
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Demonstracgao: Pelos argumentos ja usados, podemos escrever

olen) = —ey, + 2ay,

para n > k, onde cada a,, € estavel por p. Novamente, vamos escrever a,, = af, + af, onde
a; e ay sao a parte par e impar de a,, respectivamente.

Para cada t € {1,...,k} e n > k, temos

eren +ener =0, logo  p(e)p(en) +plen)pler) =0 e ea; =0.

Portanto, at = 0 ou af, tem e; como fator, para cada t € {1,...,k}. Em todo caso, segue

que

e __
a, =ej---eLVy,

onde cada V,, é nulo ou é soma de mondémios que nao tém fatores em eq, ..., e; e sdo todos
de tamanho impar ou par, conforme a paridade de k.

Sendo n > k e definindo W,, = a?, decorre que

olen) = —en + 2e1 - - - eV, + 2W,,

onde cada W,, é soma de monomios de tamanho impar e todos os mondémios em V,, tém

a mesma paridade que k. Tomando p,r > k, temos que:

wep)pler) + wler)plep) =0,

e entao

(—ep +2e1 - eV, + 2W,) (—e, + 2e1 - - - eV, + 2W,.)

+(—er + 2e1 - - e,V +2W, ) (—ep + 261 - - - eV, + 2W,) = 0.

Assim,

—2eper eV — 2e1 - epVpe, +4dey e VW +4Wpey - - - eV,

—2erer...epVp —2e1 - -epVie, +4dey e ) ViW, +4Wey - - eV, = 0,
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e tem-se

—4eper - eV, —4deper eV +8ep e VW +8eq - - - e, V. W, = 0.

Obtemos assim a seguinte relacao:

er---ep(Voer +Viey) = 2e1 - - e (VW + V.W,), p,r > k.

Vamos analisar a relagao acima por casos.
Primeira possibilidade: se V,, = 0, para todo n > k, entao ¢ é do tipo canonico.

Segunda possibilidade: caso contrario, temos que ¢ ¢é descrito por

+e,, se 1 <n<k
90(6”): )
—e, +2e1 eV, +2W,, sen >k

onde {V,, },>r é formado por elementos que tém a mesma paridade que k e {W,},>r é
formado por elementos que sdo somas de monémios de tamanho fmpar. Além disso, vale

a seguinte relacao:

er---ex(Vper + Viey) = 2e; - - e (V,W, + V. W,).

Isto encerra a demonstragao. m
A Proposicao 3.3.1 nos d4 uma direcao de como construir superalgebras do tipo 3. Na

proxima subsecao, mostraremos um método para construir estruturas desse tipo.

3.3.1 Algoritmo para Zs-graduacoes do tipo 3

Nesse momento, vamos exibir um algoritmo a partir do qual obtemos automorfismos
de E do tipo 3. Eles nao serao, necessariamente, do tipo canonico.

Sendo ¢t um ntmero fmpar e k =0,1,2,... fixe I ={1,...,k,k+1,...,k+t} CN.
Para cada i € I, defina a fungido ¢(e;) = +e; de modo que I™ = {1,...,k} (se k = 0,
teremos [T =0)e I~ ={k+1,...,k+t}. Enquanto que, para n > k + ¢, ponha

@(en) = —€p + 261 €Reyq1 " ChpiCn.
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Dessa forma, temos a seguinte funcao definida nos geradores de E:

en, S 1 <n<k

o(en) = —e,, sek+1<n<k+t

—€n + 261+ €pepa1 - * - €pitEn, CASO contrario

Veja que

e  preserva a relagao e;ej +eje; = 0 e, assim, pode ser estendida a um endomorfismo

de FE.

e Paran>k+1t

902(611) = @(—en + 261 erlpp1 - Cppiln) = —(—€n + 201 - €pChy1 - CpptCy)

+2eq - ep(—1) et Crpe(—€n + 2€1 - - priy - - - Chpin).

Logo ©*(e,) = en.

Portanto, ¢ é um automorfismo de ordem 2. A superalgebra induzida, F, = Ey, ® E ,,

tem componentes descritas por

o Ly, Dspanp{er,... e, €1 €epi1 - €pply | N>k +1} e

o Ei, D spanp{erit, ..., €hit, (€n — €1 €1€Lt1 - - Chpeen) | N >k 4t}

Novamente, a descricdo precisa de cada componente homogénea ¢é feita como na
Observagao 3.2.3. Chamaremos o algoritmo acima de algoritmo 2. Quando k£ é um
numero par, tem-se que ¢ nao ¢ do tipo canodnico. Serd que, mesmo nessa situacao,
as identidades Zj-graduadas de £, sao de algum dos tipos homogéneos? A préxima

proposicao respondera essa pergunta.

Proposicao 3.3.2 Seja E, uma Zs-graduacio obtida pelo algoritmo 2.  Entdo as

superdlgebras E, e Ey sdo Zy-isomorfas.

Demonstracao: Definamos a funcao f, : £, — E,, dada por

en, Se 1 <n<k+t
feo(en):

€n — €1 €kClil * EpitCy, CASO contrario
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E facil ver que f, preserva a relacao e;e; + eje; = 0 e, assim, podemos estender f, a

um endomorfismo da algebra E. Além disso, para n > k + ¢, temos

foler - eperyr - eppeen) = €1 expqr - Crpifolen) =
=€1" " €CkCr41 " €k+t(€n — €1 CRCE41 €k+t€n) =

= €1 CkCry1 " Cp4tCnn

Diante disso, consideremos g, : £, — E}, dada por

en, se 1l <n<k+t
geo<€n) =
€n+ €1 €repi1 " €pity, CASO CONLTATIO

Pelo mesmo motivo exposto anteriormente, temos

gtp(el CCRCRA1 " ChgtCn) = €17t CLChi1 " ChytCo-

Assim, para n > k + t, concluimos que

foo gw(en) = fw(en +e1 eRehil Epgtln) =

= (en — €1 €RCLy1 """ ChptCn) + €1 CRCLYL " ChpiCn = Cp.

Da mesma forma, concluimos que g, o f,(e,) = ey, provando que f, é um automorfismo
de E. Pela construcao feita, tem-se que f, é Zy-graduado e, assim, as superdlgebras I,

e B sao Zs-isomorfas. m

Observacao 3.3.3 Seja ¢ : E — E definida por:

—eq, sen=1
plen) =
—e, + 2e1€,, sen >1

Considere B, = Ey, ® E1 , a superdlgebra induzida. Suas componentes homogéneas sao
1. Ey, D spanp{er, (e, —ere,) | n > 1}.

2. Ey, = Z(E).
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Observe que o automorfismo @ é um caso particular do algoritmo 2, quando fizamos
k=0et=1. Veja que apenas o gerador e, é homogéneo nessa graduacao e, além disso,
o automorfismo ¢ nao € do tipo canonico. Nao obstante, pela proposicao anterior, tem-se

que E, € equivalente a Zy-graduagao natural Eeg,.

3.4 Automorfismos do tipo 4 existem?

Nesta secao, consideraremos automorfismos do tipo 4. Mostraremos que, em uma
classe ampla de situagoes, automorfismos desse tipo (e portanto Z,-graduagoes) nao
existem. Conjecturamos que, de forma geral, esta quarta estrutura nao existe.

O préximo teorema nos diz que nao é possivel definir automorfismos do tipo 4 via

translagado monomial.

Teorema 3.4.1 Nao existe automorfismo do tipo 4 dado por
olen) = —en + 2ay,

onde, para cada n, a, é um mondmio (ou miltiplo escalar de mondmio) na dlgebra de

Grassmann.

Demonstracgao: Suponha que para todo n, tenhamos
olen) = —e, + 2ay,

onde a, ¢ mondémio ou multiplo escalar de monémio. Para simplificar a notagao,
suponhamos que a, = €, - €, 7 0 é um mondmio, com ¢(a,) = an.
Como ¢ é do tipo 4, segue que a, tem tamanho k, = |a,| > 1, para todo n € N .

Além disso,

Logo,

— kn
Cnyclny, = (1) "en ln, D> My
Imn|>kn

Segue que k, é um ntmero par e, assim, a, € Z(FE).
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Por outro lado, como (—en+2an)2 = 0, concluimos que e, é fator de a,,. Reorganizando

os indices e abusando da notagao, podemos escrever

So(en> = —e, + 2enenl T enkn7

onde k, é impar. Observe que estamos supondo que e, ocorre na primeira posi¢ao
do respectivo monomio. Caso e, esteja em outra posicao, o mondmio poderia ficar
multiplicado por —1. Isso nao prejudicaria o argumento que usaremos.

Decorre que

@(en)p(em) = (—en + 2enep, - e”kn)(_em + 2emem, -+ emm) =

= €n€m — 26nCmEm, ** Emy, — 2€p€n ccEny Ey FA€nen, ccclpy Emenmy ey

o(em)p(en) = (—em + 2emem, - - emkm)(_en + 2epen, - ’enkn) =
= €m€n — 2€mCn€n, ** €ny — 2€mEm, €y, €n T+ e em, -+ Cmy,, €nCny * " Eny, -

Desta forma, a relacao ¢(e,)@(em) + ¢(em)p(e,) = 0 implica que
—2€n€mEm, ** €my, — 2€p€n, Eny € + depepn, - €ny,, €EmCmy * " * Cmy,

—2€m€nn, " " €y — 2€mEm, " €y, €n T+ deem, - €my,, €nCny " €y, = 0.

Dali,
—4depemem, * Cmy,,, — 4emenen, « eny,, T+ 8€mEm, * €my,, EnCny * * " Eny, = 0.
Fixando m = 1 e escolhendo n ¢ {14,..., 1, }, concluimos que
€ny " Eny, = €1, €1
Nesse caso, teremos a descricdo ¢(er,) = —ey, + 261, P,... p(er, ) = —e, + 2e, Q e
plen) = —en + 2ene1, -y, , para n ¢ {1y,..., 1y} (P,...,Q denotam mondmios em

E). Agora, fixando m = 1y, e sendo n tal que e, ¢ supp(P), pelo mesmo raciocinio que
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foi usado no caso m = 1, obtemos
€ny * "y, = P.

Assim, escolhendo n tal que n & {11,...,1x,} e e, & supp(P), temos que ey, - - €y,

realiza duas igualdades simultaneas, quais sejam:

P:enl...enkn :ell...elkl'

Logo p(e1,) = —e1, +2e1, P = —ey, + 2ey,(e1, -+~ €1, ) = —eyy, 0 que é uma contradigio.
Portanto, nao existe automorfismo nas condigoes apresentadas. m

Uma outra tentativa de definir algum automorfismo do tipo 4 seria via translagoes
constantes, ou seja, automorfismos da forma ¢(e,) = —e, + 2P, onde P € E é fixo e
contém alguma parcela de tamanho > 2. No entanto, novamente, isso nao é possivel, de

acordo com a proposicao seguinte.

Proposigao 3.4.2 Seja ¢ um automorfismo do tipo 4 dado por
olen) = —en + 2a,.

Entdo, o conjunto de translacoes T = {ay nen € linearmente independente.

Demonstracao: Sejam k € N, a;,,...,a;, €T e \,...,\; € F tais que
@i, + -+ Aga;, = 0.
Por conseguinte,
o(Ae;, + -+ ey, ) = M(—eqy +2a;,) + - -+ Me(—ei, + 2a;,)

= —()\161'1 + s —I— /\kezk) + 2(/\1(li1 —I— e —f- )\kazk)

Portanto, temos que
o(Are;, + -+ e ) = —(Aegy, + -+ Agey,).

Se a combinacao Aje;; + - -+ + Age;, for nao nula, tomamos uma base v do espaco linear
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L contendo o vetor A\ie;, + --- 4+ Ape;,, obtendo uma contradigao pois ¢ é do tipo 4.
Portanto, A\je;, + -+ Age;, = 0, donde Ay = --- = A\, = 0. Logo, o conjunto 1" é

linearmente independente. m

Corolario 3.4.3 Nao existe automorfismo do tipo 4 definido por

p(en) = —en + P,

onde P € E € constante e contém mondomios em E de tamanho > 2.
Demonstracao: Segue diretamente da proposicao anterior. m

Teorema 3.4.4 Seja ¢ um automorfismo do tipo 4. FEntdo a linearizacio @; nao € o

automorfismo identidade.

Demonstracgao: Supondo que ¢ seja do tipo 4 e que ¢; seja a identidade, podemos

escrever

gp(en) - e'n, + bn7
onde b, é soma de mondémios de tamanho > 2 e ¢(b,) = —b,. Digamos que b, =
Ay by + -+ )‘nk(n)bn;m) e seja s = min{|b,,| |n € Nyv=1,...,k(n)}.

Agora fixe um indice j tal que

ple;) =e; + Bej - --ej.+ > Bimbm,
bmeC

onde C = {b, | b,, #ej ---e;.} e f#0.

Dessa forma,

e; =¢%(ej) = lej+Bej - ej,+ D Bimbm)

bmeC
= ej+PBej e+ Y Bimbnm
bmeC
+ Boles) - wles) + Y Bimep(bm).
bmneC

Pela forma como ¢ age sobre cada elemento e,, segue que

ole) - plej,) =ej e, + Y Ondy,
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onde cada d,, que aparece no somatorio é diferente de ¢, - - -¢;,. Logo,
ej = ©(ej) = €;+20ej, -+ €5, + 3 Ondy,

e obtemos 8 = 0, o que é uma contradi¢ao. Portanto, ¢; nao é o automorfismo identidade,
o que finaliza a demonstragdo. =

Os resultados anteriores nos dizem que a quarta estrutura de superalgebra de
Grassmann nao existe em uma classe ampla de situagdes. Nao conseguimos uma prova

geral da inexisténcia de Zs-graduagoes do tipo 4, mas formulamos a seguinte conjectura:

Conjectura 3.4.5 Seja E = ¢y © 1 uma Zs-graduacao arbitraria na dlgebra de
Grassmann E. Entdo existe alguma base linear de L que contém, no minimo, um gerador

homogéneo na Zs-graduacao.

Exemplo 3.4.6 Fize uma base § = {ey,ea,...,€,,...} do espago vetorial L. Definamos

o automorfismo ¢ sobre 5 como seque
® pegi1) = ey, €
o o(e) = €1,

para todo i € N.

Note que nao existem elementos de 3 estaveis (ou com sinal trocado) por ¢. Contudo,
¢ facil escolher outra base de L que contém elementos invariantes. Por exemplo, em vez
de e1 e eg em [ se pode tomar ey + €3 € €1 — eq, deizando os demais elementos de [3. Ea

esse tipo de propriedade que a Conjectura 3.4.5 se refere.

Exemplo 3.4.7 Consideremos um espago vetorial L de dimensdo 2, com base ordenada
B ={e1, e}, e seja B ={1,ey,eq9,e162} a base ordenada de Ny associada. A partir disso,

definamos a fungdo

p(er) = —eq + 2eqe9,

@(62) = —e9 + 26162.
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Além disso, definindo p(e1e2) = @(e1)p(e2), obtemos
p(eres) = ejes.
Portanto,

1 0
0 -1 0
0 0 -1
0o 2 2

;
0
|
1_

Observe que M é uma matriz invertivel e M?* = Id é a matriz identidade. Assim, © € um
automorfismo do espago vetorial Ao. Além disso, pela defini¢do de ¢, vemos que @ € um
automorfismo de ordem 2 da dlgebra As.

Sendo vy = e; —eq, observe que p(v) = —v1. Decorre que é possivel mudar a base de L
de modo que o gerador v, seja homogéneo. Novamente esse exemplo ilustra a Conjectura

3.4.5.

3.5 O problema em dimensao finita: Z;-graduacoes
em A\,

Nesta secao vamos abordar a questao da classificacdo das superalgebras de Grassmann
em dimensao finita (dimensdo 4). Ressaltamos que as técnicas aqui adotadas nao se
revelam eficientes em dimensdes maiores. Em dimensoes maiores, precisamos resolver
sistemas nao lineares de equagoes com muitas variaveis e isso dificulta a abordagem feita
aqui.

Sendo L um F-espaco vetorial de dimensdao n, denotamos por A, a algebra de
Grassmann (unitaria) de L. Ao longo de toda a se¢do, o corpo F' serd considerado de
caracteristica zero. Precisaremos dessa suposi¢ado sob o corpo pois, em varios momentos,
iremos fazer divisdes por escalares em F'. Por isso, para evitar fazer restrigoes nos
argumentos desenvolvidos, optamos por fixar que o corpo F' tem caracteristica zero.

Seja ¢ um automorfismo de ordem 2 em A,, agindo nos geradores como segue:

o v(ey) = aey + Pes + yeeq,
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o ©(ey) = aey + bey + ceqes.

Observe que
plerer) = (aer + Bes + yeres)(aer + bey + ceres) = (ab — Sa)eses.

Logo, o monomio ejey é autovetor para ¢. Em virtude de ¢ ser de ordem 2, decorre que

p=|" 4 = (ab — fa) = £1.

a b

Daqui por diante, faremos o estudo dos automorfismos em casos. Primeiro, consideramos
D =1 e seus subcasos e, depois, D = —1 e seus subcasos. Ao final, teremos listadas todas
as possiveis Zs-graduacoes de As.

O caso D = 1: veja que
e1 = ©*(e1) = p(ae; + Beg +yeres) = alae; + Bey + yeres) + Blaey + bey + ceres) + veres

= (& 4 Ba)e; + (B + Bb)ey + (ary + Bc+ 7)eyes.

Obtemos o sistema
a?+Ba=1

af+pBb=0
ay+ Pe+v=0

De forma inteiramente analoga, temos que
ey = ©*(e3) = p(ae; + beg + ceres) = alae; + Bea + veies) + blaey + bey + cerey) + ceren

= (a4 ba)e; + (aB + b*)ey + (ay + be + c)eqes.

Assim,
ac +ba =0
aff +b* =1
ay+bc+c=0

A equagao aff + b = (a+b)5 = 0 resulta em duas possibilidades: § =0 ou b= —a. De

inicio, vamos supor 8 = 0. Sendo assim, temos a®? =1 e v(1 +a) = 0. Se a = 1, temos
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v = 0. Caso a = —1, a principio v pode assumir qualquer valor. Resumindo:
x | a |B|y
Ly 010
L2 —110 Y

Suponha o caso L;. Usando os valores de «, (3 e 7, obtemos V> = 1, a(b+ 1) = 0 e
c(b+1)=0.
Se b =1, tem-se que a = ¢ = 0. Por outro lado, o caso b = —1 nao pode ocorrer. Com

efeito, temos que

10
1=D=
a b
Dai, a tinica possibilidade é b = 1. Portanto,
a|b|c
Ly —
0[110

Assim, ¢ seria o automorfismo identidade. Vamos supor agora o caso L,. Avaliando o

valor de D e os valores de Ls, segue que b = —1, a = 0 e ¢ nao apresenta restrigoes.
Portanto,
a|b|c
Lo — .
0]-1]c

Da primeira equagdo do primeiro sistema e do fato de D = 1, podemos ver que o caso

B # 0 é impossivel. Daqui em diante consideremos o caso em que D = —1.
O caso D = —1: neste caso, obtemos o sistema
a?+ Ba=1
af+5b=0

ay+pec—y=0

Para 8 = 0, ha as seguintes possibilidades:
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ac+ba =0
aff +b* =1
ay+bc—c=0
Suponha Hi. Segue que b = —1, o valor a poderia ser qualquer e ¢ = %.
al| b c
H — .
a|—1]ay/2

Agora suponha H,. Neste caso, temos b = 1, enquanto a e ¢ ndo possuem restrigoes.

Hy —

alb

C

all

C

Agora suponhamos ( # 0. Neste caso, ndo obtemos condigoes sobre « e 7 e teremos

a

b

Cc

1-a?/B

—Q

v(1—a)/8|

Portanto, conseguimos classificar todos os automorfismos de ordem 2 de Ay. Abaixo,

vamos representar de forma matricial cada um deles.

A partir dos calculos acima podemos perceber que o problema de descrever tais

automorfismos se torna mais complexo a medida que dim L cresce.

A quantidade de

coeficientes aumenta. Adicionalmente, as equacoes que os relacionam se tornam menos

palpaveis.

Temos as seguintes representacoes matriciais.

Caso D = 1:

P1

o o O

o O = O
S = O O

_ o O O
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1 0 0 0
0 -1 0 0
P2 = .
0 0 -1 0
0 v ¢ 1]
Caso D = —1: ) _
10 0 O
01 a 0
Y3 =
00 -1 0
0 5 L
1 0 0 0]
0 -1 a O
PYq =
0O 0 1 O
_O 0 c —1_
10 0o 0]
0 l-o®
905 = p )
0 8 —« 0
y(1—a)
0 v S5 1

para 3 # 0. Observe que os automorfismos ¢ e ¢, admitem geradores do espaco base L
como autovetores. Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: para os demais
automorfismos, é possivel mudar a base do espaco L de modo que, nessa nova base, algum

gerador seja autovetor? Vamos estudar isto abaixo.

3.5.1 O automorfismo ¢,

Nesta subsecao vamos considerar automorfismos do tipo s, isto é,

1 0 0 O

0 -1 0 0
Y2 = .

0 0 —-10

0 v ¢ 1]
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Veja que se v ou ¢ é zero, claramente o automorfismo ¢, preserva vetores de L.
Suponhamos entao que v # 0 e ¢ # 0.
Sejam x e y escalares e considere o vetor ze; + yes em L. A fim de que ze; + yes seja

autovetor de o é preciso que

10 o ol [o] o o ] o]
0 -1 0 0 T T —x x
X == e assim ==+
0O 0 -1 0 Y —y
0 v ¢ 1] 0] 0] T+ cy| 0]
Assim, devemos apenas considerar o caso do sinal “—” (menos) no lado direito da

igualdade precedente. Neste caso, segue que

0 0

—T —T

Y Y

7T+ ey I 0 |
- T i ~ -,
Logo yx + cy = 0, donde y = ——. Portanto, tomando z = 1, o vetor €; = e; + —e3 é

c c

tal que po(€1) = —€1. Assim, @o(es) = —ey + cerea = —eg + (€1 + %62)62 = —ey + cE169.

Pelos célculos anteriores concluimos que automorfismos do tipo ¢9, via mudanga de

base, podem ser considerados da forma:

° p(1) =1,
® p(é1) = —éy,
[ gp(eg) = —e9 + C€~162.

3.5.2 O automorfismo 3

Consideremos agora automorfismos do tipo 3, isto é,



65

10 0 o]
01 a O
Y3 =

00 -1 0
0 5 L

Veja que se 7 ou a é zero, claramente o automorfismo 3 preserva vetores de L.
Suponhamos entao que v # 0 e a # 0.
Sejam x e y escalares e considere o vetor ze; 4+ yes em L. Para que xe; + yes seja

autovetor de 3 € preciso que

10 0 ol J[o] o] o | ol
01 a O x x ) T+ ay x
X =+ e assim =4
00 -1 O Y Y -y Yy
0 v % -1 [0] 0 YT+ Gy 0]
Novamente, s6 precisamos considerar o caso “—" (sinal de menos) no lado direito da

igualdade. Neste caso,

0 0
T+ ay -
—Y Y
r+5y) [0
—2x
Desta forma obtemos 2x 4+ ay = 0 e, assim, y = ——. Portanto, tomando x = 1, o vetor
a
- -2 - - - va .
€1 = e1 + —ey é tal que p3(€7) = —€;. Consequentemente, @3(es) = aéy + eg + - ez,
a

Pelos calculos anteriores, concluimos que automorfismos do tipo 3, via mudanca de

base, podem ser considerados da forma:
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3.5.3 O automorfismo g5

Por fim, vamos considerar automorfismos do tipo s, isto é,

10 o 0]
0 l—a*

Y5 = g
0 8 —« 0
y(1-a)
0 v =5 1]

Observe que o = 1 implica que @5 preserva ao menos um gerador. Vamos supor, entao,

que o # 1.
Seguindo a mesma ideia, vemos que o vetor ¢; = e; + (’%)62 satisfaz p5(€1) = —é;
a —
1—a?) _ 1—a)
e ps(eg) = 7( 3 )61 +es+ L B )6162.

Portanto, os automorfismos do tipo ¢5 podem ser considerados da seguinte forma:

(1 —-a)
B

Com base nas observacoes anteriores, podemos enunciar a seguinte classificacdo em

« . ~
° @(62) = <ﬁ€1 + ée2 + €1€9.

dimensao 4:

Teorema 3.5.1 Em toda superdlgebra de Grassmann Ay de dimensdo 4 existe algum
elemento homogéneo que pertence ao espaco base L. Ademais, todo automorfismo de

ordem no mdximo 2 de Ny, a menos de mudanga de base, pertence a lista abaixo:

(100 0|

0100

901: 3

0010

(0001
‘1 0 0 0] ‘1 0 0 0]
0 -1 0 0 0 -1 0 0
P2 = ou Y2 = )
0 0 —1 0 0 0 —1 0
000 ¢ 1] 00y 0 1
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1 0 0 0 1 0 0 0
0 -1 a 0 0 -1 0 0
Y3 = ou Y3 = )
00 1 0 0 0 —1 0
0 0 va/2 -1 0 v 0 -1
(1 0 0 0 |
0 -1 a O
$q = 5
0 0 1 0
_O 0 c —1_
(1 0 0 0 (10 0 o0
0 -1 (1-a®/8 0 0 0 0
Y5 = ou Y5 = ,57&0-
0 0 1 0 08 —1 0
0 0 y(1-w)/8 -1 |0 0 -1

Ressaltamos que a lista de automorfismos anterior pode apresentar redundancia, isto
é, algumas das matrizes anteriores podem representar o mesmo automorfismo. Para evitar
maiores calculos, vamos deixa-la da forma como estd, com alguma possivel redundancia.
Observe que fazer os mesmos calculos para Az se torna algo bem mais trabalhoso e, nesse

caso, uma abordagem computacional seria mais indicada.

3.6 Recaptulando

Nesta secao, resumimos os fatos obtidos para as Zs-graduacoes da algebra de

Grassmann de dimensao infinita. As tabelas abaixo fazem uma sintese do que foi obtido:

¢ do tipo 2 (é necessariamente do tipo candnico)
Sy Tr(E,) = Ta(Ew)
So T,(E,) coincide com o caso homogéneo (com uma hipétese adicional)
Sy Ty(E,) C Ty(Ey+)
Sy T,(E,) coincide com o caso homogéneo (com uma hipétese adicional)
Ss Ty(E,) C To(Ey)

Algoritmo 1 E, ¢ Zs-isomorfa ao caso homogéneo
Grupo 7y E, =y, B+ Vo € Ty
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¢ do tipo

3 (nao necessariamente do tipo candnico)

Algoritmo 2

E, ¢ Zs-isomorfa ao caso homogéneo

@ do tipo

4

Por translacao monomial

nao existe automorfismo ¢

Por translagao constante

nao existe automorfismo ¢

Linearizacao ¢ a identidade

nao existe automorfismo ¢

Conjectura

Em toda Z,-graduacao em F, ha algum gerador homogéneo
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Capitulo 4

Identidades Z-Graduadas da Algebra

de Grassmann

Neste capitulo da tese, estudaremos graduacoes da algebra de Grassmann pelo grupo
ciclico infinito Z e descreveremos as respectivas identidades polinomiais Z-graduadas.
Inicialmente, consideraremos o corpo base de caracteristica zero e, em seguida, obteremos
resultados no caso de o corpo base ser infinito de caracteristica p > 2. Lembramos que
a Unica Z-graduacao conhecida em F ¢ a sua Z-graduagao natural, aqui denotada por
E  E relativamente facil ver que a superdlgebra E.,, pode ser obtida de E" pela
graduacao quociente médulo 2Z. Como veremos, tal propriedade também é satisfeita
para as Zo-graduacoes F,, Ey e Ey«, ou seja, iremos construir trés tipos de Z-graduacoes
em F, denotadas por £, E¥ ¢ E¥" | que se relacionam com E., E), ¢ E+ via a graduacao
quociente induzida médulo 2Z. Apds isso, determinaremos o T7-ideal de identidades
polinomiais Z-graduadas para as estruturas E¥ e E*. Primeiro, faremos isso sobre
corpos de caracteristica zero e, em seguida, sobre corpos infinitos de caracteristica p > 2.
De forma mais geral, exibiremos um método que permite construir Z-graduagoes em FE
de maneira bastante natural. Partindo de um par de listas (nq,...,n;) e (v1,...,v;), onde
(n1,...,m) € Ny x -+ x Ny (estamos usando a notagdo Ny = NU {0}) e v; € N ou
v; = oo para j = 1,...,[, dotaremos F de uma estrutura de Z-graduagao. Descreveremos
as identidades para algumas dessas estruturas. Cabe ressaltar que, em termos estruturais,
as graduagdes E* e E* sio bem distintas, visto que Sup(E*") = {0,1,...,k} é finito e
Sup(E>) ={0,1,2,...} é infinito. Também construiremos graduagoes em E com suporte

da forma {0,r,2r,3r,...}, com r € N, e também com suporte sendo todo o grupo Z. Na
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literatura, nao ha trabalhos abordando as graduacoes de E/, com as respectivas identidades
graduadas, quando o grupo que realiza a graduacao ¢ infinito. Nosso trabalho é o primeiro
nessa linha.

Sobre graduagoes pelo grupo ciclico infinito, cabe dizer que em [45, 46] Vasilovsky
investigou as Z,-graduagoes e também as Z-graduagoes da algebra M, (F') e constatou
que as identidades graduadas sao, essencialmente, as mesmas. No caso da algebra
de Grassmann, veremos que as identidades graduadas nao coincidem, embora alguma
semelhanca seja notada.

Aqui recordamos que nos trabalhos de Vasilovsky [45, 46] assume-se que o corpo F' é
de caracteristica 0. Alguns anos mais tarde, Azevedo [4, 5] mostrou que as identidades
de M, (F), graduada por Z, bem como por Z, sdo as mesmas se o corpo ¢ infinito e de
caracteristica positiva. Pouco se sabe sobre as graduagoes e as identidades graduadas em
algebras quando o grupo € infinito, mesmo quando G = Z. Graduagbdes com 7Z aparecem
de forma natural, quando o suporte da graduacao é finito, especialmente quando ele é
“pequeno”: por exemplo {—1,0,1} ou {—2,—1,0,1,2}. Tais graduagoes sdo importantes
na construcao de Tits, Kantor e Koecher que relaciona algebras de Lie e dlgebras de
Jordan. (Ressaltamos que qualquer algebra de Lie simples de dimensao finita, sobre corpo
algebricamente fechado de caracteristica 0 pode ser graduada com a graduacao {—1,0,1}
de forma natural: as partes —1 e 1 correspondem as raizes negativas e positivas, e a parte 0:
a uma subdlgebra de Cartan.) As identidades graduadas da algebra de Lie simples sly(F)
com tal graduacao foram descritas em [31]. Outras dlgebras de Lie também admitem
graduagoes naturais com o grupo Z. Em [18], as identidade Z-graduadas da algebra
de Cartan W; dos campos vetoriais sobre a reta foram descritas. Além dos resultados
citados acima, pouco se sabe sobre graduagoes com Z e sobre as respectivas identidades

graduadas.

4.1 A 4&lgebra de Grassmann e sua Z-graduacao
natural

Seja I/ a algebra de Grassmann de um espaco vetorial de dimensao infinita L com
geradores {ej, eq,€3,...} e sobre um corpo F' de caracteristica zero. Assumimos que o0s

elementos e; formam uma base de L. Denotaremos por Sg a sua base usual de monomios
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em {ey,es, e3,...}. Apresentamos as seguintes definigoes.

Definicao 4.1.1 Sejaw = ¢;, ---¢;, € B um monomio gerador qualquer de E. Dizemos

que
(i) O conjunto supp(w) ={ej,,...,e;, } € o suporte de w.
(ii) O ndmero n = |supp(w)| é o tamanho (ou comprimento) de w.
Convencionamos, ainda, que a unidade 1 tem tamanho zero.
A 4lgebra E admite uma Z-graduagdo natural (ou canénica) E°" = PBnez ™, onde

0, sen<0

E™ = F,sen=0

spanp{w € Bg | |supp(w)| =n}, sen >1

Observacgao 4.1.2 Sendo F(X,7Z) a dlgebra associativa livre Z-graduada, lembre que
a(x) denota o Z-grau da varidvel . A notagio x' também é comum para indicar que
a(x) =t. Faremos uso de ambas as notagoes e o contexto impedird ambiguidades. Como
de costume, para indicar o grau dos elementos a € E em alguma graduagdo, usaremos o

simbolo ||a]|.

Abaixo, vamos exibir um conjunto gerador das identidades polinomiais Z-graduadas

para o Ty-ideal de E“" = @neZE(”).

Lema 4.1.3 Os seguintes polinomios sao identidades polinomiais Z-graduadas para

Een = @, E™:
o 1, se afx) <0;
o [11,x9], se a(xy) ou a(xs) € par;
o 111y + xoxy, se a(xy) e alxs) sdo impares.

Demonstragao: Consiste numa verificagao direta. =
A partir do lema anterior, conseguimos descrever os geradores para o Ty-ideal de

identidades de E“*", de acordo com a proposicao abaixo.
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Proposicao 4.1.4 O Ty-ideal de identidades polinomiais Z-graduadas para
Een — @, o, E™ ¢ gerado pelas identidades do Lema 4.1.3.

Demonstracao: Seja I o Ty-ideal gerado pelas identidades do Lema 4.1.3. Sabemos,
pelo lema acima, que I C Ty (E°"). Vamos mostrar a inclusao oposta.

Considere um polindémio multilinear f(z1,..., &, ey, ..., Tirs) € 1, onde a(x;) é par,
sei=1,...,t, e a(r;) é impar, se i =t + 1,...,t + s. Claramente, podemos supor que
cada variavel tem grau homogéneo > 0.

Moédulo o ideal I, temos que
f=ax... .. x4y (mod I), com a # 0.
Agora defina a substituicao Z-graduada
Ty €1 ... Ca(zy)

Ty —— €a(z1)+1 - - - Ca(zr)+a(ze)

Tt > €a(z1)++a(ze—1)+1 - + - Ca(er)+a(za)++a(zi—1)+alz:)

e, sendo p = a(z1) + a(z2) + - - - + axy), defina
Ti41 7 €pt1 - - - Cpta(zeqr)

Ti42 " Epta(zis1)+1 - - - Epta(eipr)+a(iga)

Lits Epta(zirr)+Fa(@irs—1)+1 -+ Cptra(@ipr)++a(@irs—1)+o(@iys)

A substituicao acima é feita por monoémios de suportes disjuntos, logo nao anula f. =

4.2 As Z-graduacées EF, E* e EF

No transcorrer desta secao, iremos construir outras Z-graduacoes da algebra de

Grassmann. Nelas, assumiremos que os geradores {e, €s, €3, ...} sdo todos homogéneos.
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Essencialmente, nossa abordagem consiste em adaptar a construgao feita em [12] para
as Zs-graduagoes homogéneas de F.

Existem outras maneiras de munir £ de uma Z-graduacgao. Entretanto, por ora, vamos
focar nossa aten¢ao no método seguinte. Em segoes seguintes apresentaremos um método
mais geral para dotar E de uma Z-graduacao.

A fim de graduar F com o grupo Z, consideremos as seguintes trés possibilidades de

atribuicao de Z-grau nos geradores:

0,set=1,...,k

leall* = :

1, caso contrario
i} 1, set=1,...,k

Hei "= )

0, caso contrario
e

0, se ¢ par

lei =4
1, caso contrario

Ap0s isto, estendemos o Z-grau a qualquer monoémio de E, pondo:
ey el = lleg [l + -+ + llesall,

onde a tltima soma ¢é feita em Z. Denotaremos por E¥, E¥" e E> as dlgebras Z-graduadas
obtidas pelo método acima. Passando a uma graduagao quociente modulo 2Z, é facil ver

que temos a correspondéncia:

(mod 27) Ek,

Ek;* (%22) Ek*7

(mod 27Z)
—

E> E.

4.3 Identidades polinomiais para E* e E®

Seja k um ntimero inteiro nao negativo. Por enquanto, vamos lidar com a Z-graduacao

E¥ = @nezA,. Nela, ocorre que ey, ...,e, € Aj e e, € Ay, para n > k. Claramente, se
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n >k oun < 0, resulta que A,, = 0. Por conseguinte,

EFf = Ay A @ - @ Ay,

ou seja, o suporte dessa graduacio é Sup(E*) = {0,1,..., k}.

Observacao 4.3.1 Para cadat=1,...,k, um mondmio w estd na componente A; se, e

somente se, w tem t fatores em {ey,..., ex}.

Sendo p € R um ntmero real qualquer, denote por

[p] = maior inteiro < p.

Para t = 1,...,k temos que E¥ satisfaz as seguintes identidades polinomiais

Z-graduadas:

t

(B onde a notagdao de poténcia indica o grau homogéneo da variavel.
t

. :L‘tlxé .. 'I
o v, sca(r)¢{0,...,k}.
o [11,x9,x3], para quaisquer graus a(xy), a(xs) e azs).

Posteriormente, o seguinte lema sera util.

Lema 4.3.2 Seja f(xq,...,x,) € V,, um polindmio multilinear. Entao f € T(E) (T-ideal
ordindrio) se, e somente se, para toda fungao h : {1,...,n} — Zy, existem monémios

ai, . ..,a, € Bg de suportes disjuntos tais que, para todo i = 1,...,n, tenhamos

|supp(a;)| = h(i) (mod 27Z) e

flay,...,a,) =0.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [12]. =

Observagao 4.3.3 Dado 1 < t < k, vamos denotar por Vi, . i o subespago dos

polinomios multilineares Z-graduados com

m variaveis de grau 0 — 21, ..., Zm,
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I, varidveis de grau 1+— x7y, . .. STy

I, varidveis de grau t— %, ... xt.
1 My

Lema 4.3.4 Sejan =1+l +---+ 1, +m e considere ¢ : V,, — V1,1, 0 isomorfismo

linear induzido pela acao

xr se1<i<l

79

g, seli +1<i<li+1,
T; —r
Ti gty St ot +1<i<h+ -+l +
z;, caso contrdrio
Entao,
1. Para quaisquer ly,...,l;, m € N,

YV NT(E)) = Vingy...q, N Tz (EX).
2. Se (I xl)+2xl)+ -+ (kxl) <k, entdo

YV NT(E)) = Vinayot, N T(E*).

Demonstragao: Vamos provar o segundo item. A inclusdo da esquerda para direita é

evidente. Provemos, portanto, a oposta. Suponha que
f(x%%'-:xlll?'-'7'r’1€7"'7xfk7217'--72m) = ¢<f(3717>xn)) € TZ(Ek*)

¢ uma identidade polinomial multilinear Z-graduada para E*". Iremos mostrar que
f(z1,...,z,) € T(E).

Seja h : {1,...,n} —> Zy uma fungdo qualquer. Nossa ideia é usar o Lema 4.3.2,
construindo uma substituicao de suporte disjunto, que seja compativel com a funcao h e

que seja Z-graduada.
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Como (1 x1ly)+ (2 xlg) +---+ (k x ) <k, construa subconjuntos X;,, Xj,, ..., X,
de X = {ey,eq,..., e} disjuntos, de modo que X, tenha i x [; elementos, para todo
i=1,... k.

Agora divida cada conjunto X;, como unido disjunta de [; subconjuntos de cardinali-

dade 7, isto é,

X, =X{UXjuU---UX].

Dado stalque I +---+1l;_1+1<s<l;+---+1;, defina

as = ( H €j>e:7

exi
€ eXsf(l1+“'+li71)

onde

ex=1<i=h(s) (mod 2Z),

S

e, caso contrario, o simbolo e} deve ser trocado por algum gerador que esteja em A.
Como h4 infinitos geradores em Ay, faca a escolha dos e de modo que a lista Y = {e} }ys
nao tenha elementos repetidos.

Agora, suponha n > ¢ > [ + --- + [;. Para estes casos construa mondémios b;, com

fatores em Ag e fora de X UY, de modo que
|supp(b;)| = h(i) (mod 2Z) e by, ..., b, tenham suporte disjuntos.

Dessa forma, a substituicao

Ty — ay,

i) ? ag,
Tl poetly T Qlyptlys
21— by,

29 H——> bg,

Zm > by,
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é compativel com a funcdo h. Além disso, essa substituicdo preserva a Z-graduacio E*¥

e assim

f(al,...,bm) = 0,

0 que encerra a prova. H
A seguir, iremos descrever um conjunto gerador das identidades polinomiais para E*"
e E*. Sendo Ny = NU {0}, definamos o conjunto D = {(l,...,l;) € Ny x --- x Ny} tal

que
e Asomalxl+---+kxlysatisfaz 1 xl; +---+k x> k+1.

Agora, para cada (ly,...,l;) € D, considere o conjunto Cp de todos os mondémios
multilineares da forma

L1 * T,

t

tendo [; varidveis de grau i e n = I; + --- + [;,. Note que cada mondémio xizh-- - xl,
12 [%]+1
t

pertence a Cp, parat=1,... k.
Observe que tais mondmios sdo identidades polinomiais Z-graduadas para E*".
Observe, também, todo elemento de C'p é consequéncia de alguma identidade da forma

x, quando «a(z) ¢ {0,...,k}. A partir disso, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.3.5 Seja Ty (E?) o Ty-ideal de identidades polinomiais Z-graduadas para E<,

onde d = oo, k*. Entado,
1. Ty(E™) € gerado pelos sequintes polinomios:
o [11,x9, 23], para quaisquer graus a(xy), a(xs), azs).
o 1, se a(x) <0.
2. Ty(E*") € gerado pelos seguintes polinomios:
o [11,x9,x3], para quaisquer graus a(xy), a(xy), a(zs).

o z, seax)¢{0,... k}.

Demonstragao: Vamos provar o item 2 do teorema. O item 1 é semelhante. Seja I, o Ty-
ideal gerado pelas identidades 2. Claramente, I, C Tz(E*"). Dada f(z}...,zf ..., 2m)

uma identidade multilinear de E*", podemos supor que 1 x Iy +--- + k x I, < k e que
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toda varidvel tem grau > 0. Assim, pelo Lema 4.3.4, temos que f(z1,...,x,) é uma
identidade para E. Disto, concluimos que f segue do comutador triplo, o que encerra a

demonstracao. m

4.4 Z-graduacoes por listas fixadas

Nesta secao, apresentamos um método geral para construir Z-graduagoes da algebra F,
no qual as algebras Z-graduadas E<", E¥"| E> e E* se tornam apenas casos particulares.
Considere um nimero [ € N e uma lista (nq,...,n;) de inteiros ndo negativos, onde

ny < --- < mn. Escrevemos o espaco L na forma
L:Ln1 @LTLQ@...@LTH7

onde estamos supondo que cada subespago L, é nao nulo e é gerado por elementos da

base {ej,eq, €3,...}. Agora escolhemos a quantidade de elementos da base e; em cada

somando como espaco vetorial, digamos dim L,,; = vy, onde v,, € N ou v,, = oco.
Usando o par de listas (nq,...,m) e (vy,...,v), vamos induzir uma Z-graduagao em

E . Para este fim, definimos:
llex|| =n; se e somentese e € Ly,.

Para cada mondmio ey, eg, - - - ex, pertencente a F, definimos

= llex |l + llews | +- - + lle,

Heklekz T Chg

)

onde a tltima soma é feita em Z. Assim, as duas listas (n,...,n;) e (v1,...,v;) nos dao

uma Z-graduagao em E. Ou seja, temos uma correspondéncia (nq,...,n;) e (vy,...,v) —
V1,ey0]

En1,...,nl :

Observacgao 4.4.1 Observe que E°", E¥ | E>* ¢ E* sdo obtidas das listas
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e (0,1) e (k,00).
respectivamente.

Observacao 4.4.2 Da maneira como construimos o método acima, todas as componentes
homogéneas de grau negativo de uma tal Z-graduacio serdo nulas. Contudo, podemos
reformular a definicdo de modo que isso nao ocorra. Para tanto, basta permitir que a
primeira lista que induz a graduagao tenha entradas negativas, ou seja, (ni,...,n;) €

7 X - X 7.

Definicao 4.4.3 Dizemos que uma Z-graduacio E = @,,cz E, é de cobertura finita se

existe uma lista (ny,na, . ..,ny) de nimeros inteiros tal que L C E,,, @ E,, & --- & E,, .

Observagao 4.4.4 Observe que
e Toda Z-graduacao de E definida por listas fixadas é de cobertura finita.

o Toda Z-graduacao de E de suporte finito é de cobertura finita, mas a reciproca nao
¢ verdadeira. Por evemplo, a Z-graduacio E" é de cobertura finita (L C EW),

mas ndo tem suporte finito.

Ao longo de todo o capitulo, apenas estaremos interessados em Z-graduacoes de E de

cobertura finita.

4.4.1 Z-graduagoes da forma (r), (co)

Seja r > 1 um namero inteiro. Seguindo o método anterior, consideremos a atribuicao
de Z-grau:

|len|| = r, para todo n € N.

Nesse caso, temos ||e;, - - - €;, || = nr e, assim, a Z-graduagao E((f)o) =@,z An € tal que

0, sen<ren#0
F,sen=0
spanp{w € P | [supp(w)| = m}, se n =rm

0,sen>rertn




80

Nesse caso, temos uma Z-graduacao do tipo (r) e (00).

Dessa forma, o suporte de uma tal graduacao é infinito. Precisamente, ocorre que

Sup(E((:)o)) ={0,7,2r,...,nr,...}.

Observagao 4.4.5 Se restringirmos a Z-gradua¢ao E((f)o) ao seu suporte, temos um

isomorfismo dos grupos Z e Sup(E((:)o)), de modo que hd uma correspondéncia (dada pela
identidade) entre os graus de E((f)o) e E°". Nesse sentido, as Z-graduacoes E((f)o) e B

embora nao Z-isomorfas, serdo fracamente isomorfas.

Lema 4.4.6 Os sequintes polinomios sao identidades polinomiais Z-graduadas para E((:)o) :

o 1z, s¢0<a(r) <r;
o z, se a(x) <0

o 1, sea(r)>rerfalr);

[x1, 23], se a(x1) = 2rn, a(xy) = rm, para quaisquer n, m € N;

1T + xomwy, se a(x1) = rn, a(xy) = rm, para n, m nimeros impares.

Demonstracao: Segue trivialmente. m

Mais geralmente, temos o teorema seguinte.

Teorema 4.4.7 Considere E munida de uma Z-graduagao da forma (r), (00). Entdo o

T7-ideal TZ(E((S;)) ¢ gerado pelas identidades do Lema 4.4.6.

Demonstragao: A ideia é similar & demonstracao feita no caso da Z-graduacao E". m

4.4.2 Z-graduagoes da forma (p,q), (1,00)

Agora vamos considerar Z-graduagoes induzidas por decomposi¢oes de tamanho 2.
Para isso, sejam p, ¢ nimeros primos, com p < q. Consideremos uma decomposicao da
forma

L=1L,®L,.

Suponhamos que dim L, = 1 e dim L, = co. A menos de mudanca de base, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que L, = spang{e;} e L, = spang{es,es,...}. Tal

decomposi¢ao produz uma Z-graduacao E;:go = @,z A, da algebra de Grassmann.
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Observacao 4.4.8 Ressaltamos que a primalidade de p e q € fundamental para a
descricao das componentes homogéneas da Z-graduagdo induzida. Uma abordagem para

listas de tamanho 2 sem a hipotese de primalidade se torna bem mais complicada.

Vamos descrever as componentes homogéneas de E;f;o e as respectivas identidades

polinomiais Z-graduadas. Antes disso, definamos
C={pr+qy|lz=0,1ey=0,1,2,...},
que é, precisamente, o suporte da graduacdo em questao. Consideremos

Cy = {qy|y épar},
Cy = {qy |y éimpar },
Cs = {p+qy|yépar}e

Cy = {p+qy|yéimpar }.
Obviamente,
C=CiuUlCyuUC3UCCy.

Lembramos que E.., = Eg) ® () denota a Zy-graduagao natural de £. Sendo y € N,

adotamos a notagao:
EY(ey) : subespago de E gerado pelos mondmios de tamanho y sem o fator ep;

EY[e,] : subespago de E gerado pelos mondmios de tamanho y + 1 com fator e,.

Usando a notagao anterior, vemos que a Z-graduagao E;’go tem componentes dadas por
)

0, sen¢C
F, sen=0
Eoy NEY(e), seneCyen=qy
EqyNnEY(er), seneCyen=qy

EqyNEY[el], seneCsen=p+qy

EgNEY[ei], sencCien=p+qy
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Lema 4.4.9 A dlgebra Z-graduada E;;f;o = @,z An satisfaz as sequintes identidades

polinomiais Z.-graduadas:
e z, sea(x) ¢ C;
o [11, 5], se axy) € C1UCY;
o 111y + xoxy, Se a(xy), a(xs) € Cy U Cl;
o 111, se a(xy), a(xy) € C3U Y.
Demonstragao: A demonstracao consiste numa facil verificagdo. m

Proposi¢ao 4.4.10 O Ty-ideal Tz(E,>°) de identidades graduadas da Z-graduagio E}>°

¢ gerado pelas identidades do Lema 4.4.9.

A proposicao precedente é um caso particular de um resultado mais geral que provaremos

na préxima secao.

4.4.3 Z-graduagoes da forma (p,q), (k,o0)

A ideia desta secao é generalizar a secao anterior. Para tanto, sejam p,q ntmeros

primos, com p < q. Novamente, consideramos uma decomposi¢cdao da forma
L=L,&L,.

Suponhamos que dimL, = k < p e dim L, = oo. Reordenando a base, se necessério,
podemos assumir que L, = spang{ey, ..., ex} e L, = spanp{eii1, €xras- ..}

Assim, obtemos a Z-graduacao induzida E]’,f;qoo = @,z An, cujo suporte é
C={pz+qy|lo=0,1,....key=0,1,2,...}.

Considere

Cy = {qy|y épar},
Cy = {qy|y ¢éimpar},

D; = {pitqyly=(i+1) (modZ)},

>
I

{pitqyly=1i (mod Zy)},
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parat=1,... k.

Claramente, temos que
C=C,UC,UD,UD U---UD,UDj.
Aqui usaremos a notacao
EYley, ... ex] : todos os mondémios de tamanho y + ¢ com ¢ fatores em {ey, ..., ex}.

EY(eq,...,ex) : todos os mondmios de tamanho y sem fatores em {eq, ..., ex}.

Usando notagao anterior, temos a seguinte descricao:

0, sen¢C

F,sen=0

EgNEY(er,...,ex), seneCren=qyy#0
EqyNnEY(er,... ex), sen € Cyen=qy,

EqyNEer,... ex], sen € D;en=pi+qy

EoyNEes, ..., ekl seneD;en=pi+tqy

Lema 4.4.11 Considere k,p,q € N, onde p,q sdo nimeros primos e k < p < q. Entao a

algebra Z-graduada E;;:go satisfaz:
e z, sea(x) ¢ C;
o [21,25), se a(z1) € {0} UCLUD, U---UDy;
® 1Ty + wowy, se awy), axg) € Co U Dy U---U Dy;

© Ty -TpUccUy Wy wy, Se ax) € Dluﬁl,...,a(w) € D, UD, e

Ixl+---+kxl>k.

Teorema 4.4.12 O Ty-ideal da dlgebra Z-graduada E]’j:go ¢ gerado pelas identidades do
Lema 4.4.11.

Demonstragao: Seja f(z1,. .., z,) uma identidade Z-graduada multilinear de E;;”;o e seja

I o Ty-ideal gerado pelas identidades do Lema 4.4.11. Supondo que f ¢ I, provemos que
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f nao se anula em Eg’;o. Claramente, podemos assumir que a(z;) € C, parai=1,...,n.

Médulo as identidades [x1, 23] e x129 + 221, existe 5 # 0 tal que:
f:61‘1...xllul...ul2...wl...wlkel...657
onden=104+l+ -+l +se

a(z) € Dy U Dy,

a(w) € Dy U Dy,
a(f) € Cy U Cs.

Devido as ultimas identidades que descrevem I, podemos supor que
Ixlh+---+kxl<k.

Neste caso, ¢é facil exibir uma substitui¢ao Z-graduada que nao anula f. m

4.5 Z-graduacgoes com componente negativa nao nula

Nas secoes precedentes, todas as Z-graduagoes F = @,z A, investigadas satisfazem
a condi¢ao A, = 0, sempre que n < 0. Aqui iremos fazer uma breve andlise de situagoes

onde isso nao ocorre. Visando isto, consideremos a decomposicao
L=L_® L,

em que L_; = spang{e,es,es5,...} e Ly = spanp{es, ey, €6, ...}
Da mesma forma que anteriormente, temos induzida uma Z-graduacao em FE, que
denotamos por E((ﬁos) ou, simplesmente, por E(_1 1) = ®nezi,.

Agora fixemos um numero inteiro r > 0 . Seja

W= € "€ Cj ~ -y
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um monomio de E e, a menos de sinal, suponha que iq,...,%; sdo nimeros impares e

Jis ..., Jk sa0 numeros pares. Neste caso, temos

w€E A, se, esomente se, k—1[1=r,

onde k > r. Assim, | = k — r e concluimos que A, é gerado pelos monémios w com k
fatores em Lq e [ = k — r fatores em L_q, para k > r. Obviamente um monomio w desse
tipo tem comprimento |supp(w)| = 2k —r e, portanto, o comprimento de w tem a mesma
paridade que r.

Usando a mesma ideia, se r < 0, temos que A, é gerado pelos monémios w com k
(k > |r| > 0) fatores em L_; e l = k — |r| fatores in L;. Neste caso |supp(w)| = 2k — |r|
e, entdo, novamente o comprimento de w tem a mesma paridade que |r|.

Claramente, a estrutura £_;;) nao tem componentes homogéneas nulas, ou seja,
Sup(E(-1,)) = Z.

Como consequéncia dos comentarios anteriores, temos o seguinte lema.

Lema 4.5.1 Seja r > um nimero inteiro e considere a Z-graduagio E_1 1) = @,z An
e a Zy-graduagio natural Ee,, = Eo) ® Eqy. Entdio A,, A_, C Eq), ser é um nimero

par e A,, A_. C E(, ser € um nimero impar.

Demonstragao: Segue diretamente do que foi comentado acima. =

Observagao 4.5.2 (Breve comentario sobre polinémios centrais) Um outro con-
ceito bastante forte na PI-Teoria é a nogao de polinémio central. Sendo A uma dlgebra,
um polinomio f(xy,...,x,) diz-se central quando f(ay,...,a,) € Z(A), para quaisquer
ai,...,a, € A. Sendo C(A) o conjunto de todos os polinomios centrais de A, prova-se
que C(A) é um T-espago, ou seja, € um subespago de F(X) invariante por endomorfismos.
Mais ainda, se A = @yecAy € G-graduada, sequindo a mesma ideia usada para
identidades G-graduadas, podemos falar em polinomios centrais G-graduados. Denotando
por Cg(A) o conjunto de todos os polinomios centrais G-graduados de A, prova-se
que Cg(A) é um Tg-espago. Um problema recorrente é descrever o Tg-espago de uma
dada dlgebra G-graduada. Para um mator aprofundamento sobre polindmios centrais,

recomendamos o Capitulo 5 de [20].

Lema 4.5.3 A dlgebra Z-graduada E(_; 1y satisfaz as sequintes identidades:
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(i) [x1,x2], se |a(z1)| ou |a(xs)| € par;
(ii) 129 + 2221, Se |a(z1)| e |a(z2)| sdo impares.
Demonstracao: Basta aplicar o Lema 4.5.1. m

Proposicao 4.5.4 O Ty-ideal de identidades polinomiais Z-graduadas de E(_y 1) € gerado
pelas identidades do Lema 4.5.5.

Demonstragao: Seja [ o T-ideal gerado pelas identidades do Lema 4.5.3. Provaremos
que T7(E(-11)) C I. Seja f(xy,...,2,) € Tz(E(-1,1)) uma identidade multilinear para

E(_1,). Usando as identidades (), (ii) e (74i), podemos assumir que

f=08z1.. . 541 .. T,

onde |a(xz;)| é par,se j =1,...,1l e |a(x4;)| é Impar, se i =1,...,m.

Segue que § = 0, o que finaliza a demonstracao. =

Corolario 4.5.5 O Tyz-espago de polinomios centrais Z-graduados para E(_ 1y € gerado

pelos sequintes polinomios:

1. z, se |a(x)| € par;

2. uglry, woluy, se |a(xzy)| ou |a(xs)| € par e us, uy € X U {1},

3. uz(x1x9 + Tox1)uy, se |a(xy)|, |a(z2)| sao impares e uz, uy € X U {1}.
Demonstragao: A prova é trivial e, por isso, sera omitida. m

Observacao 4.5.6 Pelos resultados anteriores, concluimos que as identidades polinomi-
ais Z-graduadas (e também os polindmios centrais Z-graduados) de E“™ e E(_y 4y tém
um comportamento similar. Ambas as estruturas satisfazem identidades do tipo [, xo]
e T12x9 + xox1. A diferenca é que E°" satisfaz a identidade de nilpoténcia x = 0, se

a(z) <0, mas E(_11y nao a satisfaz. No que seque, vamos generalizar essa ideia.

Definicao 4.5.7 Sejam Zy, Zy, Zs subconjuntos de Z tais que Z. = ZyU Z1 U Zy como

unido disjunta. Definimos o Ty-ideal 1z, 7, 7, como o 17z-ideal gerado por

(1) [x1,x2], se a(z1) € Zy ou afxs) € Z.
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(ii) x1x9 + 271, se a(z1) € Z1 € afxs) € Zy.
(ii7) x, se a(x) € Zs.
Definimos o Ty-espago Jz, 7, 7z, como o Tyz-espago gerado por Iz, 7, z, junto com x, para
a(z) € Zy.
De posse da definicao anterior, formulamos o seguinte teorema.

Teorema 4.5.8 Sejam E., = Eq) ® Eq) a Zs-graduagdo natural de E e B = ©nez A,

uma Z-graduagdo em E tal que:
1. Se A, 7é 0 entao A, C E(O) ou A, C E(l).

2. Para duas quaisquer componentes Ay, A, # 0 existem infinitos mondémios de suportes

disjuntos em A, e As.
Entao existem conjuntos Zy, Zy e Zy tais que Ty(B) = Iz, 7,2, € Cz(B) = Jzy.2, 2, -

Demonstracgao: Suponhamos uma Z-graduagao em FE satisfazendo as condi¢oes anteri-

ores. Sejam

ZO = {TGZ‘ATCE(O)},
Z1 = {TEZ|ATCE(1)},

Zy = {reZ| A =0}

Claramente, temos que Iz, 7z, z, C Tz(B). Vamos provar a inclusdo oposta. Para isso,
consideremos f(z1,...,x,) € Tz(B) um polinémio multilinear. Médulo as identidades de

I2,.2,.2,, podemos escrever

f=0Bx1... 041 ... Tigm,

onde a(zy),...,a(x;) € Zy e a(xi1),...,a(rym) € Z;. Pela condicdo 2, existem
monodmios de suportes disjuntos em cada componente Ay, .., Aa(z,,,,). Dessa forma,
B=0e f(x1,...,2,) € I2,,2, 2, € obtemos T7%(B) = I3, 7, z,-

Agora vamos provar a segunda parte do teorema. Como Iz, 7,2, C Jz,.2 %,

novamente temos

f=08x1...5T1 . T,



88

nas mesmas condi¢oes que anteriormente. Se 5 # 0 e m é impar, pela condigdo 2 existe
substituigao Z-graduada cujo resultado nao pertence a Z(F). Portanto, temos que 3 = 0

ou m ¢é par. Em ambos os casos, concluimos que Cz(B) = Jz,2, 2z,- ®

4.6 As algebras E“", E" e E® em caracteristica
positiva

Nesta secdo vamos considerar F' um corpo infinito de caracteristica p > 2. Iremos
estudar as identidades graduadas para as Z-graduacoes E", EF" e E* sobre F. As
técnicas aqui usadas sdo adaptagoes de alguns dos resultados de [10]. Aqui precisamos
lidar com as identidades multi-homogéneas, sendo esta a principal diferenca entre os

resultados aqui trazidos e os apresentados nas secoes anteriores.

Observacao 4.6.1 Um polinomio Z-graduado diz-se um polinomio 0-proprio quando
todas as suas varidveis de grau zero ocorrem em comutadores. Numa Pl-dlgebra
associativa e unitaria sobre um corpo infinito e Z-graduada, € sabido que suas identidades
graduadas sequem de suas identidades 0-proprias. Por este motivo, em boa parte dos

argumentos usados nesta segao, nos restringiremos as identidades graduadas 0-proprias.

4.6.1 Identidades para EF““" em caracteristica positiva

Aqui vamos considerar a graduacao E°" sobre um corpo F' infinito cuja caracteristica

¢ o nimero primo p > 2.

Teorema 4.6.2 Sobre um corpo infinito F' de caracteristica p > 2, todas as identidades

polinomiais Z-graduadas de E“™ sdo consequéncias das sequintes identidades graduadas:

o 1, se afx) <0;

[x1, 23], se a(x1) ou a(xs) € par;

1o + xoxy, se a(x1) e a(xe) sdo nimeros impares;

o 27, se a(x) >0 € par.
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Demonstracao: Vamos usar a técnica dos polinémios 0-préprios. Seja f(xy,...,z,) uma
identidade 0-prépria de E°". Desde que [z,y] é uma identidade se a(x) é par, podemos
assumir que todas as variaveis ocorrendo em f tém grau homogéneo maior que zero. A
identidade z179 + 227, (71 € 2o de grau impar) implica que 2% = 0, se a(z) é impar. Logo,
podemos supor que todas as variaveis impares de f sdo multilineares. Por outro lado, a

identidade 2 (quando «(x) é par) nos permite escrever

f(xla---7$n> - ﬁmlll "'.Z‘i}v.CEU+1 T Ty,

onde a(z;) éparsei =1,...,v, a(zr;) éimparsei =v+1,...,nel; <pparai=1,..., 0.

Assim, podemos fazer a substituicao graduada
Ty = €16z + -+ €1, -1€2)

e, analogamente, para as variaveis x», ..., x,. Ja as variaveis de grau impar sao trocadas
por mondémios de suporte disjuntos e que nao tenham fatores em comum com as
substituicoes feitas para zq,...,x,. Disto segue que f se anula sobre E“" se, e somente
se, 6=0. m

Observe que ha uma forte semelhanca entre as identidades de E“** sobre corpos de
caracteristica zero e corpos de caracteristica positiva. Como uma aplicagdo direta da

ultima demonstragao, temos o corolario seguinte.

Corolario 4.6.3 Sobre um corpo infinito F' de caracteristica p > 2, todas as identidades

) sdo consequéncias das sequintes identidades graduadas:

polinomiais Z-graduadas de E((:)o
e z,5¢0<afr)<roualr)<0oualx)>rertalx);
o [11, 5], se a(xy) = 2rn, a(xy) = rm, para quaisquer n, m € N;
o 111y + 22wy, se axy) =1n, a(xy) = rm, para quaisquer impares n, m € N impares;

e 27, se a(x) = nr, onde n € um nimero par.

Demonstracao: E o mesmo argumento usado no teorema anterior. m
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4.6.2 Identidades para E¥ em caracteristica positiva

A fim de descrever as identidades de E** sobre corpos infinitos de caracteristica posi-
tiva, precisamos expor alguns fatos (classicos na PI-Teoria) que serdao uteis. Assumiremos
que a caracteristica do corpo é diferente de 2. Aqui enunciamos, em sequéncia, resultados

que servirao de ferramentas nesta secao.

Teorema 4.6.4 Seja E a dlgebra de Grassmann sobre um corpo infinito. Entao
1. O T-ideal de identidades polinomiais de E é I = {[x1, w9, z3])T.
2. O polinomio [xy, xs][x1, x3] pertence a I.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [19]. =

Proposigdo 4.6.5 Se char(F) =p > 0, entdo E* satisfaz a identidade z, onde o grau

a(z) € nao nulo.

Demonstracao: Segue diretamente das identidades da algebra de Grassmann sem

unidade em caracteristica p > 2, ver [39]. m

Lema 4.6.6 Os mondmios zixh---x sao identidades polinomiais Z-graduadas de

t
[$1+1
E¥ | para cadat=1,... k.

Demonstracao: E a mesma ideia usada no caso de corpos de caracteristica zero. m

Lema 4.6.7 Para cada n € N, o polinomio to, = [z1,29][23,24] - - [22n_1, 22n] nGo é

identidade Z-graduada de E¥", onde a(z;) =0 para j =1,...,2n.

Demonstragao: E suficiente notar que to,(€xi1, ..., €xion) = 2"€ps1-* €kron #0. B
O seguinte lema terd bastante importancia. A ideia usada aqui é similar a ideia trazida

no Lema 4.4 de [10].

Lema 4.6.8 Considere o monémio T = (x1)"1 - - (xlll)rlll (b (mfk)rlkk tal que
k
»oi(ri 4+ 4r)) < k. Sejar =max{r{,....rf} e suponha que p > r. Entio T ndio é
i=1
identidade polinomial Z-graduada de E*.
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Demonstragao: Paracadai=1,...,ket=1,...,1l; considere os subconjuntos Xﬁ -
{e1,..., e} tais que \X:t] =irj. Como ¢ 1 i(r} +--- +r}) <k, podemos construir tais
conjuntos de modo que Xﬁ ﬂX;g =fQparai, j=1,....kt=1,...Les=1...1.
Agora seja M, fum conjunto de r! monémios de tamanho ¢ com suportes disjuntos e com
fatores em X, 3

Considere a avaliacao ¢ : F'(X|Z) — E dada por

T — > wuwh

,,\Z
weM,*
onde
1, se 1 é par
w* = ,
€4, se 1 ¢ impar
e, no segundo caso, escolhemos diferentes geradores e, fora de {ej,...,er} (existem
infinitos).

Neste caso, segue que

k I; ‘
P () (@) ) = TT T
1=1t=1

onde m é um mondmio nao nulo. A desigualdade p > r implica que a ultima avaliacao é
nao nula. m

Agora definimos o conjunto D = {(r{,...,r},....rf,....r}) € Ngx --- x No} tal que

i(ri+-+r) > k+ 1.

k
=1

)

Considere Cp como o conjunto dos polindmios @125 - - - &, com 7} + - - - + 1} varidveis
k
, 1 1 k k _ i i
de grau 4, para cada (r{,...,r},....rf,...,rf) € D, onde n =Y (r{+---+1}).
i=1
Neste contexto, temos o seguinte fato.

Lema 4.6.9 Cada polinomio x1x4---x, € Cp € uma identidade polinomial Z-graduada

de EF".

Demonstragao: Basta notar que todo elemento de Cp tem grau homogéneo > k + 1 e,
portanto, segue de alguma identidade da forma z, com a(x) ¢ {0,...,k}. =

Neste momento apresentamos o principal resultado desta subsecao.
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Teorema 4.6.10 Sejam p, k € N, onde p é primo. Sobre um corpo F' infinito e de
caracteristica p > 2 tal que p > k, todas as identidades polinomiais Z-graduadas de E*

sao consequéncias das sequintes identidades:

o z, sea(x)¢{0,1,...,k};
o [11, %9, 23], para quaisquer graus a(xy), a(xs), a(rs);

Por outro lado, se p < k, todas as identidades polinomiais Z-graduadas de E* sdo

consequéncias das sequintes identidades:
o v, seafx) ¢ {0,1,...,k};
o [11, %9, 13|, para quaisquer graus a(xy), axs), a(xs);
o (21, sept <k, parate{l,... k}.

Demonstragao: Suponhamos que p > k. Sendo f(z1,...,x,) uma identidade polinomial
Z-graduada de E*", podemos assumir que f é multi-homogéneo, 0-préprio e que todas
as suas varidveis tém grau em {0,1,...,k}. Devido a identidade [z1, 2, z3], podemos
assumir que todos os comutadores ocorrendo em f sao da forma [x,,zp]. Assim, f pode
ser reduzido a forma

Lol

Zﬁx’}l...x’}l...ajzl....TZP[ZI’ZQ]...[Zs_l’zs][le’ij k k‘]7

: ['CE’U17 x’ug

onde os indices estao ordenados. Note que estamos supondo s par. Quando s é fmpar,
usa-se uma ideia similar.

Seja h; o nimero de distintas varidveis de grau ¢ ocorrendo em f e suponha que para
cadat = 1,...,h;, tenhamos degxi(f) = r!. Pelo Teorema 4.6.4, podemos assumir que f
¢ multilinear nos comutadores. Portanto cada somando pode ser escrito como

1yd? 1 \dj}, k¥ k \df 1 %
(zy)™ - (Ihl) e ()T (xhk) ez, zo) - [2sm1, 28] [21, %] - [, thkL
onde di € {ri,ri — 1}, a notacdo T significa que a varidvel z pode ocorrer ou niao e os
indices estdao ordenados. Podemos assumir que SF_ i(r +---+ri ) < k. Suponha que os
- (2

polindmios anteriores ndo sao linearmente independentes médulo Tz (E*"). Assim, existem
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coeficientes nao-nulos tais que

k -

2B @) @R (@) el 2] [ 2l o] b o] € Ta(BY),
Consideremos a substitui¢do ¢ : F(X|Z) — E dada por:
Zi > €k1i

e, para as outras variaveis, repetimos a construcao de 4.6.8. Assim,

1 k
= (@)t (@) @) () (e, 2] [z, 7

é o Unico somando nao-nulo de f na substituicdo ¢. Segue que o coeficiente de f; é nulo.
Usando uma ideia similar, exibimos substitui¢cdes que implicam nos demais coeficientes

nulos, o que completa a prova. m

4.6.3 Identidades para E* em caracteristica positiva

Objetivando descrever as identidades Z-graduadas de E*° sobre um corpo infinito de
caracteristica p > 2, observamos que o Lema 4.6.8 também ¢é valido para E*°. Portanto,

temos:

Lema 4.6.11 Considere o monémio T = (z})"1 .- (I’lll)Tlll oo (k)T (:L‘f“k)rfk, seja r =
max{ri, ... ,ri} e suponha que p > r. Entao T nao é identidade polinomial Z-graduada
de E*°.

Demonstracao: Note que cada componente homogénea de grau nao negativo tem
infinitos mondomios de comprimento par, comprimento impar e suportes disjuntos. Neste
caso é trivial exibir uma substituicao que nao anula 7. m

Usando o lema precedente, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.6.12 Sobre um corpo F' infinito de caracteristica p > 2, as identidades

polinomiais Z-graduadas de E* sao consequéncias das sequintes identidades:
o [r1,x9,x3], para quaisquer graus a(xy),a(xs), a(xs);

e 1, se afx) <0
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o 27, sea(x) > 1.

Demonstracgao: Basta usar a mesma ideia do Teorema 4.6.10. =

4.7 Discussoes adicionais

Resumidamente, ao longo do capitulo estudamos as seguintes estruturas:

a| (1) (c0) | B | caracteristica zero e corpos infinitos

b|(0,1) | (co,k) | E¥ | caracteristica zero e corpos infinitos

c|(0,1) | (00,00) | E* | caracteristica zero e corpos infinitos

d| (r) (00) E((f; )| caracterfstica zero e corpos infinitos

e| (p.q) | (kyoo) | Bl caracteristica zero, k < p < ¢

Com base nas discussoes anteriores sobre as Z-graduagoes da algebra de Grassmann,

é possivel provar os seguintes fatos:

Teorema 4.7.1 Sejam r, s € N. FEntdo E((f;)) e E((g)o) sao isomorfas como dlgebras Z-

graduadas se, e somente se, r = s.

Teorema 4.7.2 Considere o par de listas n = (0,1,n3,...,m;) e A = (00,00,v3,...,1;),
onde 1 < ng < -+ < ny, e seja E((;I\)) a Z-graduacao induzida, sobre um corpo F de

caracteristica zero. Entao, o Ty-ideal de identidades graduadas de E(()‘)

” ¢ gerado por

o 1z, se a(x) <O0.

o [11,x9, 23], para quaisquer graus a(x;), 1 =1,2,3.

Esses dois teoremas nos levam a formular a questao (i) abaixo e também temos interesse

nas questoes (ii), (iii) e (iv):

(1}1,...,1}1) e E(ulv"'vut)

(n17---7nl) (mlv'“vmt)

(i) Se as Z-graduagoes E sao equivalentes, o que é possivel dizer

sobre as listas (nq,...,n), (vi,...,v) e (my,...,my), (U1, ..., u)?

(ii) Quais sdo as identidades polinomiais graduadas das Z-graduacoes E¥ | B> e EF

sobre corpos finitos?
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(iii) O que acontece com as Z-graduagoes de E que nao sao de cobertura finita? Por

exemplo, podemos definir a Z-graduagao em E pelo indice, isto é:

lesll = 4,

para ¢ € N. Esta Z-graduagao tem uma combinatéria bem interessante visto que, se
n > 0, uma base de mondmios da componente homogénea de grau n estd em bijegcao
com o nimero de partigdes (sem parcelas repetidas) do nimero natural n. Nesse
contexto, quais sao as identidades polinomiais Z-graduadas de F quando munida

por esta graduacao?

(iv) Quais as identidades polinomiais graduadas para o produto tensorial de uma Z-
graduagao em F por uma Zs-graduacao em E?7 Por exemplo, quais as identidades

polinomiais graduadas para F°" @ Feq,”

Todas essas questoes nos despertam interesse e, em estudos posteriores, pretendemos

aborda-las.
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