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Resumo

O principal objetivo dessa dissertacao é o estudo de resultados sobre o PI-
expoente de uma PI-dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero.

O Teorema do PI-Expoente de Giambruno e Zaicev respondera a conjectura
de Amitsur sobre a existéncia do Pl-expoente. Apresentaremos uma técnica para
calcular o Pl-expoente em alguns casos. O Teorema do PI-Expoente de Kemer
caracterizara as variedades de Pl-expoente menor ou igual a um e o Teorema Fun-
damental de Giambruno e Zaicev caracterizara as variedades de Pl-expoente maior
que dois. Estes dois teoremas caracterizarao as variedades de Pl-expoente dois.
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Abstract

The main goal of this work is the study of Pl-exponent’s results of a Pl-algebra
over a field of characteristic zero.

The Giambruno-Zaicev’'Theorem of PI-Exponent is going to ask the Amitsur’s
Conjecture about the existence of the Pl-exponent. We are going to bring up a
method to calculate the Pl-exponent in some cases. The Kemer’s Theorem of PI-
Exponent is going to characterize the varieties of Pl-exponent less or equals one
and The Giambruno-Zaicev’ Fundamental Theorem is going to characterize the va-
rieties of Pl-exponent greater than two. These two theorems will be characterize
the varieties of PI-exponent two.
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Introducao

A algebra é um dos ramos mais ativos da pesquisa matematica. A teoria dos
anéis é uma subdrea da algebra que comecou a ser desenvolvida no século XIX
e atualmente é objeto de pesquisa de muitos mateméticos. Um dos ramos dessa
teoria é a Pl-teoria e esta tem sido enormemente estudada nos ultimos sessenta
anos, produzindo muitos resultados interessantes.

Os paises do leste europeu e a [télia estao na vanguarda neste ramo de pesquisa.
No Brasil, existem trés instituigoes que se aplicam na formacao de doutores neste
assunto. Na Universidade Estadual de Campinas, a Pl-teoria é estudada princi-
palmente em corpos de caracteristica prima. Na Universidade Federal de Minas
Gerais, a Pl-teoria é estudada em corpos de caracteristica zero. Na Universidade
Nacional de Brasilia, a PI-teoria é aplicada para o estudo da propriedade de Specht

de T-ideais.

Neste texto, o simbolo F' denotara um corpo. A menos de menc¢ao ao contrario,
todos os corpos sao de caracteristica zero. As F-algebras sao sempre associativas.
Além disso, as F-dlgebras e os anéis nao sao necessariamente unitarios.

Consideremos F(X) a dlgebra livre unitaria gerada por X, onde X = {x1, xo, ...}
¢ um conjunto enumeravel de varidveis nao comutativas. Dizemos que uma F-
algebra A é uma Pl-algebra se existe um polinémio nao nulo f(xq,...,z,) per-
tencente a F'(X) tal que para qualquer sequéncia de elementos (aq,...,a,) cujas
entradas sao elementos de A vale:

flay,...,a,) =0.
O polinémio f é dito uma identidade da F-algebra A.

Uma F-algebra comutativa é uma Pl-algebra ja que esta satisfaz o comutador
duplo f(z1,x9) = [21,x2], onde [z1,x5] = X129 — x9wq. Definimos o comutador de
peso maior ou igual a 3 como:

(1, x) = [[T1, - Tpa], T0), n > 3.

Outro exemplo de uma PI-dlgebra é My (F'), a dlgebra de matrizes 2 x 2 com entradas
em F'. Esta algebra satisfaz o polinomio:

[[z1, $2]27 3).
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Em geral, as algebras de dimensao finita sao Pl-algebras. Um importante e-
xemplo de Pl-dlgebra de dimensao infinita é a algebra de Grassmann unitaria G.
Podemos descreve-la como:

G = (1le1,ea,...|ee; =—eje;).

Além disso, temos que G pode ser escrita como a soma direta dos seguintes sub-
espacos vetoriais.

e GO = spang{e;, .. ... Cin; 1 <iip < ... <o, k >0}

° Q(l) = Spanp{ejl ..... Chopi1 1<h<...< jng,p > 0}

Com esta decomposicao, nao ¢ dificil ver que G satisfaz o polinomio:

[:Ula T2, 3:3]-

Até meados da década de 1940, a Pl-teoria se restringia a questoes geométricas.
O divisor de dguas ocorreu em 1948 com o célebre Teorema de Kaplansky[Kaplansky]|
que essencialmente afirma o seguinte: qualquer PI-algebra primitiva é uma algebra
simples de dimensao finita.

Em 1950, Amitsur e Levitzki[Ami-Lev| provaram que a algebra M, (F), a dlgebra
de matrizes n X n com entradas em F', satisfaz o polinomio standard de grau 2n,
dado por:

flz1,... xe) = Z sgn(0)Teq) - - - To(2n)s

oE€San

onde S, denota o grupo simétrico de grau 2n.

Um objeto importante na Pl-teoria é o conjunto Id(A) de todas as identidades
de uma F-élgebra A. O conjunto Id(A) é um ideal que é invariante por todos os
endomorfismos de F'(X). Um ideal com essa propriedade é chamado de um T-ideal.
Se Id(A) possui uma base finita dizemos que A tem a propriedade da base finita.
Pode-se mostrar que o conjunto Id(A) é gerado por polinémios multilineares no caso
em que A é uma algebra sobre um corpo F de caracteristica zero.

Specht conjecturou em 1950 que todo T-ideal de uma F-algebra associativa é
finitamente gerado como T-ideal sobre um corpo de caracteristica zero. Somente em
1987, Kemer[Kemer3| conseguiu provar a conjectura de Specht. Contudo o problema
de como determinar uma base para um T-ideal nao foi respondida e ainda é fruto
de pesquisa nos dias atuais. Sé para se ter uma idéia da dificuldade desse problema,
até o presente momento conhecemos uma base de Id(Ms(F')), mas desconhecemos
para Id(Mg(F')) no caso em que k > 3.

Em 1972, Regev[Regev] introduziu o conceito de sequéncia de codimensoes de
uma F-algebra A. O n-ésimo elemento dessa sequéncia é definido abaixo:
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onde P, denota o conjunto de todos os polinomios multilineares de grau n.

A sequéncia de codimensoes foi uma alternativa usada por Regev para responder
a conjectura de Specht para alguns casos. Muitos sao os resultados provados a
respeito da sequéncia de codimensoes de importantes Pl-algebras. Os matematicos
Krakowski e Regev[Kra-Reg] provaram que

cn(G) =271

Malcev[Malcev] mostrou que a n-ésima codimensao de UT,(F'), das matrizes trian-
gulares superiores 2 X 2 com entradas em um corpo F', é igual a:

en(UTo(F)) = 271 (n — 2) + 2.

Além disso, observamos que se A é uma algebra nilpotente entao x; ... xy é uma
identidade polinomial de A para algum N € N — {0} . Assim ¢,(A) =0, Vn > N.

Ainda em 1972, Regev provou que o produto tensorial de duas PI-algebras é uma
Pl-algebra e atribuiu uma cota superior para a sequéncia de codimensoes de uma
PI-algebra, provando que se A é uma algebra que satisfaz uma identidade de grau
d > 1 entao:

cn(A) < (d—1)*.

Esse ultimo resultado é denominado neste texto como Teorema das Codimensoes
de Regev, ou simplesmente o Teorema de Regev.

Um assunto que despertou o interesse dos Pl-teoristas na década de 1980 foi
o estudo do Pl-expoente de uma Pl-algebra. Observando o Teorema de Regev,
podemos afirmar que, quando A é uma Pl-algebra, a sequéncia:

{ vV Cn(A) }nzl

¢ limitada inferiormente e superiormente, pois:
0<c,(A) <a”,
para alguma constante a.

Posto isso, definimos:

ezp(A) = limsup {/c,(A) e exp(A) = liminf {/c,(A).
Caso exp(A) = ewp(A), temos que {{/c,(A)}n>1 possui limite e definimos o PI-
expoente de A por:
exp(A) = lim {/c,(A).

n—oo

Notamos que se A é nilpotente entao exp(A) = 0. Se V = var(A) é a variedade de
uma algebra A, isto é, V é a classe das dlgebras que satisfazem todas as identidades
de A, entao definimos o Pl-expoente de V como

exp(V) = exp(A).
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Na década de 1980, Amitsur conjecturou que o Pl-expoente de uma PI-algebra
A existia e era um numero inteiro nao negativo. Apenas em 1999, Giambruno e
Zaicev([Gia-Zail] e [Gia-Zai2]) provaram a conjectura de Amitsur para o caso em
que F' é um corpo de caracteristica zero.

As variedades de Pl-expoente menor ou igual a 1 foram caracterizadas por Ke-
mer|[Kemer2] em 1979. Ele mostrou que se V é uma variedade de élgebras sobre um
corpo F' de caracteristica zero entao exp(V) < 1 se, e somente se, G,UTy(F) ¢ V.

Em 2000, Giambruno e Zaicev|Gia-Zai3] caracterizaram as variedades de PI-
expoente 2. Eles mostraram que se V é uma variedade em um corpo de caracteristica
zero entao exp(V) = 2 se, e somente se, G ou UT,(F') pertence a V e Ay, ..., A5 ndo
pertencem a )V, onde as dlgebras A;,1 <1 <5, sao:

(0)
A = (g g%)); Ay = <g0 g) Ay = UT5(F); Ay = My(F) e A5 =

g g
g g )
Neste trabalho, o nosso principal objetivo serd caracterizar as variedades de PI-
expoente 2, ou seja, provar o principal resultado de [Gia-Zai3].

Para o bom entendimento deste texto, o leitor precisa de um curso basico de
algebra linear, nocoes de teoria dos anéis e teoria de grupos, em especial, alguns
resultados basicos a respeito dos grupos simétricos.

No primeiro capitulo, iremos fazer uma apresentacao sucinta sobre mddulos e
algebras. O leitor que tem conhecimento sobre estas estruturas algébricas pode
se ocupar do estudo da definicao de radical de Jacobson, da Proposicao 1.10, das
algebras de polindmios em variaveis nao comutativas, da algebra de Grassmann e
dos dois teoremas de Wedderburn.

O segundo capitulo é essencial. Nele apresentaremos as Pl-algebras importantes
para este trabalho, a definicao e os resultados importantes sobre T-ideais. Depois,
discorremos sobre variedade de algebras com o importante teorema de Kemer que
classifica as dlgebras verbalmente primas e as sequéncias de codimensoes.

No terceiro capitulo, definiremos o conceito de superalgebras e apresentaremos
o Teorema da Envolvente de Grassmann e o Teorema de Classificagao que serao
importantes para a caracterizacao das variedades de Pl-expoente 2.

O dltimo capitulo é o principal. Nele iremos definir o Pl-expoente de uma PI-
algebra e apresentar o Teorema do PI-Expoente de Giambruno e Zaicev. Logo apos,
provaremos o Teorema do PI-Expoente de Kemer e o Teorema Fundamental, os
quais serao os ingredientes fundamentais para a caracterizacao das variedades de
Pl-expoente 2.

Terminamos o trabalho fazendo alguns comentarios extras a respeito de va-
riedades minimais de PI-expoente maior que 2.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Basicos

1.1 R-Mobdulos e anuladores

Nesta secao, faremos uma apresentacao sucinta de R-mddulos e anuladores, onde
R é um anel. O nosso principal objetivo é definir o radical de Jacobson de R e
calculé-lo na situagao em que R é um anel artiniano unitario.

Para este fim, assumiremos que, se I é um ideal préprio a esquerda de um anel
unitario S entao existe um ideal maximal a esquerda H de S tal que H D I. Este
resultado é uma consequéncia do Lema de Zorn o qual pode ser encontrado em
[Halmos].

Por fim, falaremos brevemente do produto tensorial de F-mddulos, onde F' é um

corpo.

Definicao 1.1. Seja R um anel. Um R-modulo a esquerda M é um grupo abeliano
sobre o qual R age linearmente, ou seja, exriste uma fun¢ao R x M — M (a imagem
de (r,a) € denotada por ra) tal que para todosr,s € R ea, b € M valem as sequintes
propriedades:

o r(a+0b)=ra+rb;

o (r+s)a=ra+ sa;

e r(sa) = (rs)a;

Analogamente, podemos definir R-médulos a direita. Usaremos a expressao R-
modulos para nos referirmos a um R-modulo a esquerda.

Um R-submédulo N de um R-médulo M é um subgrupo que é fechado sob a
acao dos elementos de R.

E claro que um anel R é um R-moddulo e neste caso seus R-subméddulos sao seus
ideais a esquerda.
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Definicao 1.2. Sejam M e N dois R-modulos. Um R-homomorfismo ¢ : M — N
¢ uma aplicagao tal que, para quaisquer my, mo € M e r € R, valem as sequintes
propriedades:

o p(my +my) = p(mq) + ¢(mae),
o o(rm) =rp(m).

Em relagao a definicao anterior, definimos os seguintes conjuntos:
Ker(¢) = {a € M[¢(a) = 0} e Im(¢) = {¢(a)la € M}.
Nao ¢é dificil ver que Ker(¢) e Im(¢) sao R-submddulos de M e N respectiva-
mente. Além disso, ¢ é injetivo se, e s6 se, Ker(¢) = {0}.

Dizemos que dois R-médulos M e N sao isomorfos(denotamos por M = N) se
existir um R-homomorfismo 6 : M — N que é uma bijecao.

Definicao 1.3. Seja M um R-mddulo, definimos o seu anulador como:

ann(M) ={r € Rlrm =0VYm € M}.

Notemos que ann(M) é um ideal bilateral de R.
Exemplo 1.4. Consideremos o Z-maodulo Z,y,. E’fa’cil ver que:
ann(Zy,) = (m),
onde (m) denota os multiplos de m.
Um R-médulo M é simples se M # 0 e seus tnicos R-submdédulos sao {0} e M.
Denotando por M o conjunto dos R-modulos simples, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.5. O radical de Jacobson de um anel R,o qual denotamos por J(R), é
o conjunto dos elementos r € R tais que r € ann(M) para todo M € M. Ou seja:

J(R) = ﬂ ann(M).

MeM

Observe que J(R) é um ideal bilateral de R. Além disso, para anéis unitérios
temos sempre que J(R) # R.

Os anéis artinianos merecem destaque nesta dissertagao.

Definicao 1.6. Um anel R € dito artiniano se qualquer cadeia descendente de ideais
a esquerda de R:

LDODLD...DI;D...

estabiliza, isto €, existe ko € N tal que Iy, = Iy, Vk; > k.



CAPITULO 1. DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS 3

Na préxima proposicao, veremos uma maneira de garantir que um anel é artini-
ano.

Proposicao 1.7. As sequintes afirmacgoes abaixo sao equivalentes:

e 1: R € artiniano.

e 2: Qualquer conjunto {I;};c; ndo vazio de ideais a esquerda de R possui um
elemento minimal.

Demonstracao: Seja R um anel artiniano e P = {I;},c; um conjunto nao vazio
de ideais a esquerda de R. Fixe I; € P. Se I; é¢ minimal, nao ha nada para mostrar.
Caso contrario, existe um ideal a esquerda [, € P tal que I; 2 I,. Procedendo
indutivamente, obtemos um cadeia descendente:

L2LD... DI

Apds um numero finito de passos, obtemos necessariamente um ideal a esquerda
minimal [, senao produzirfamos uma cadeia descendente que nao se estabilizaria.
Assim, R satisfaz a propriedade 2.

Inversamente, suponha que R satisfaca a propriedade 2 e seja:
LOoOLD...DD ...

uma cadeia descendente de ideais & esquerda de R. A familia {1} ren— {0y possui um
elemento minimal [,. Mas entao [, = Ix,+1 = ... e portanto R ¢é artiniano.

a

Definicao 1.8. Seja I um ideal bilateral de um anel R. O ideal I € dito nilpotente
se existe m € N — {0} tal que, para quaisquer ay,...,a, € I, tem-se ay ...a,, = 0.
O menor natural m nestas condicoes, chama-se expoente de 1.

Lema 1.9. Sejam R um anel unitdrio e J(R) o seu radical de Jacobson. Seb € J(R)
entio R(1 —b) = R.

Demonstracao: Seja R a colecao de todos os ideais maximais a esquerda de R.
Se I € R, temos que R/I é um R-mdédulo simples e ann(R/I) C I. Deste modo, se

b € J(R) temos:
be ()L

LeR

Notemos que R(1 — b) é um ideal a esquerda de R. Se R(1 — b) estivesse contido
estritamente em R, existiria pelo Lema de Zorn um ideal maximal a esquerda 1" tal
que R(1 —b) C T. Como R é unitério isto acarreta que 1 — b € T. Absurdo, pois
beJR)CTel¢T. 0

A préxima proposicao nos permitird caracterizar o radical de Jacobson de um
anel artiniano.
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Proposicao 1.10. Se I € um ideal nilpotente do anel unitdirio R entio I C J(R).
Se R € artiniano entao J(R) € nilpotente e assim é o maior ideal nilpotente de R.

Demonstracao: Provaremos a primeira destas afirmacoes. Seja I um ideal nilpo-
tente. Pela definicdo anterior, existe m € N — {0} tal que I™ = {0}. E suficiente
provar que IM = {0} para todo M € M. Suponhamos que IN # {0} para algum
R-modulo simples N. Notemos que IN é um subgrupo de N fechado sob a acao
de R. Pela simplicidade de N, temos que IN = N e portanto I?N = IN = N.
Indutivamente, temos que IPN = N Vp € N — {0}. Assim N =[N =0, o que é
um absurdo. Isso garante que I C J(R).

A segunda afirmagcao exige mais trabalho. Por simplicidade substituiremos J(R)
por J. Como R é artiniano, a cadeia abaixo estabiliza:

JOJ2Do. ... oJr oy J S

Desta forma, existe n € N — {0} tal que J" = J"*' = ... |

Se J" = {0}, concluimos que J é nilpotente e a segunda afirmacao esté provada.
Suponhamos por absurdo que J" # {0} e considere a seguinte familia de ideais a
esquerda, onde A = J™:

J ={L|L é ideal a esquerda de R e AL # {0}}.

A cadeia J é nao vazia ja que J € J. Pela Proposicao 1.10, existe um elemento
minimal em J. Denominemos este elemento por Z. Sabemos que existe um elemento

x € Z tal que Az # {0}.

Observemos Ax C Z e Ax é um ideal a esquerda pertencente a J. Pela mini-
malidade de Z, temos que Az = Z. Isto significa que existe b € A tal que:

br = x.

Ou seja (1 —b)x = 0. Provaremos que (1 — b) ¢é invertivel a esquerda, assim x = 0 e
consequentemente Z = {0}. Este absurdo mostrara que J" = {0}.

Pelo Lema 1.9, temos que R(1—b) = R. Assim, existe y € R tal que y(1—-b) =1,
o que mostra que (1 — b) é invertivel a esquerda e o resultado esté provado. 0

A préxima observagao é bastante importante no contexto da Secao 1.3.

Observagao 1.11. Se A é uma F-dlgebra unitdria de dimensao finita entao J(A)
€ o maior ideal nilpotente A.

Exemplo 1.12. Considere o anel R = Z/p"Z onde p é primo. FEntao, todos os
ideais préprios nio nulos de R tém a forma p'R, onde 1 < i < n — 1. Todos estes
sao nilpotentes e pR € o maior deles. Assim, J(R) = pR.
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1.2 Produto tensorial de F-moddulos

Nesta secao faremos uma apresentacao bastante rapida sobre o produto tensorial
de F-moédulos que servira unicamente para a construcao do produto tensorial de F'-
algebras na ultima segao deste capitulo. O leitor interessado pode consultar maiores
informagoes no livro [Ati-Mac].

Definicao 1.13. Sejam M, ..., M., N F-mddulos. Uma aplicacao F-multilinear é
uma aplicagao i : My x ... x M, — N que € linear em cada varidvel, ou seja:

N(UIJ'.. 7G’U;+bvgla"' 7U7‘) :aM(Uh'" 71)27." 7UT)+b,u’(Ula"' 702/7"' 7UT)7

para quaisquer vy € My, ... vl € M, vl € M;,...,v. € M, ea,be F.

7

Proposicao 1.14. Sejam My, ..., M, F-mddulos. Entao existe um par (T, g) con-
sistindo de um F-mddulo T'(o qual denotamos por My ® ... ® M,) e uma aplica¢ao
F-multilinear g : My x ... X M, — T com as sequintes propriedades:

e FExisténcia. Para todo o F-maodulo P e aplicacao F-multilinear f : My x...X
M, — P, existe uma unica F-aplicagdo linear f': P — T tal que f = f'(g).

e Unicidade. Além disso, se (T1,q1) e (1s,g2) sao dois pares com esta pro-
priedade entdo existe um isomorfismo de espacos vetoriais j : Ty — Ty tal que

J(g1) = g
Demonstracao:

e Existéncia. Seja L o espaco vetorial formado pelas combinagoes lineares do
conjunto My x ... x M,. Seja A o subespaco de L gerado pelos elementos da
forma

(01, av,+bv! - L) —a(vy, -V v = b(vg, ol o). (1)

Denotamos o espago vetorial quociente L/A por T.
Posto isso, definimos a aplicacao F-multilinear g : My x ... x M, — T por:
glay,...,a;) =a1 ® ... ® ay,

onde a1 ® ... ® a, corresponde ao termo (ay,...,a,) + A.

Como f: My x...x M, — P é F-multilinear, obtemos uma aplicacao induzida
v : L — P da seguinte forma: se @®;cra;(vy,...,v,) € L entao

Y(@ierai(vy, ..., v,)) = Zaif(vl, e U).

i€l

E facil verificar que esta aplicagao estd bem definida, pois apenas um nimero
finito dos a; nao é zero. Além disso, v é F-linear. Como f é F-multilinear,
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se anula em elementos da forma (1.1), logo em A. Por passagem ao quociente,
obtemos entao uma transformagao F-linear ' : T — P onde:

flar @ @zm) =521, om) € f = [(g).

Notemos que a aplicacao f’ é unica ja que uma aplicacao linear fica comple-
tamente determinada pela sua imagem em um conjunto gerador.

e Unicidade: Suponhamos que existam dois pares (71,91) e (T3, gs) satis-
fazendo o item anterior. Por defini¢do, existem aplicagoes F-lineares f| : 177 —
Ty e fo: Ty — Ty tais que go = f1(g1) € g1 = f4(g2). Finalmente, notemos que
FUUFD) = Tr, © 3(F1) = 1r,, pois f1(3(92)) = g2 © Fo(fi(gn)) = g1. Assim f;
é um isomorfismo de espagos vetoriais. Como g = fi(g1), definindo j := f,
concluimos a proposicgao.

Exemplo 1.15. Sejam m,n > 2 tais que mdc(m,n) = 1. Afirmamos que
Loy @ Loy = 0.
Para verificar isto, considere ay,as € Z tais que

aim + asn = 1.

Dessa forma, seque que:

rRy=1z®y)=amr@y+rR@any=00y+z®0=0.

1.3 F-Algebras

Os espagos vetoriais sobre um corpo F' que tém estrutura de anel e que gozam de
uma determinada propriedade adicional serao bastante importantes como veremos.
Essas estruturas sao conhecidos como F-algebras (associativas), ou simplesmente,
algebras, caso o corpo F esteja subentendido.

O objetivo desta secao ¢ apresentar as F-algebras e introduzir a dlgebra de Grass-
mann unitaria. Além disso, vamos mostrar que se A é uma F-algebra semi-simples
unitaria entao o seu radical de Jacobson é o ideal nulo e vamos também enunciar o
Teorema de Wedderburn-Malcev, que fornece uma interessante decomposigao para
algebras de dimensao finita.

Definigao 1.16. Seja A um espaco vetorial sobre um corpo F.Dizemos que A €
uma F-dlgebra (associativa) se A é uma anel tal que para todos a,b € A e v € F
vale a sequinte propriedade:
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e afa.b) = (aa).b = a(ab).

Se A é um anel comutativo, dizemos que A é uma F-dlgebra comutativa. Caso
A seja um anel unitario, dizemos que A é uma &algebra unitaria.

A dimensao de uma F-algebra é a sua dimensao como espaco vetorial. Dizemos
que A é gerada como algebra por um subconjunto .S, se todo elemento de A pode ser
escrito como combinagao linear sobre F' de produtos s;, - --s;, onde s;; € S. Nesse
caso, escrevemos A = (5).

k

Com base na se¢ao anterior, temos que uma F-algebra A é um anel que é um
F-moédulo com a multiplicagao de anel compativel com a acao de F.

Exemplo 1.17. e A dlgebra M,(F) das matrizes n X n com entradas em F €

unitdria e ndao comutativa. Além disso a sua dimensdo é n?.

o A dlgebra UT,(F) das matrizes triangulares superiores n X n € uma dlgebra

o . . . . L 1
unitdria e nao comutativa cuja a dimensao é: %

o Consideremos um conjunto infinito enumerdvel de varidveis nao comutativas
X ={x1,x9,...}. Denotamos por F(X) o espago vetorial gerado por todas as
Sequéncias T; T, - - T;, , comn > 0, munido da multiplicacao natural definida

s

por justaposicio. A sequéncia n = 0 denota a unidade 1 € F(X). F(X) é
uma dlgebra unitdria de dimensao infinita.

o Considere um grupo G.
Um exemplo importante de F-dlgebra é a chamada F-dlgebra de grupo FG a
qual € definida por:

FG = {ngg |ry € Fer, éq.s.z.}.

geG

O termo q.s.z significa que vy # 0 apenas para um numero finito de elementos
de G.

As operagoes de F'G sdao as sequintes:

Zagg + Zﬂgg = Z(ag + ﬁg)ga

geG geqG geqG

(Z agg)(z ﬁhh) = Z 79h9h7 Ygh = Ofgﬁfw

geq heG g,heG

se A € F entao:

)\(Z ayg) = Z A g.

geqG geqG

Claramente, a dimensao de FG ¢ a ordem de G.
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Em &lgebra linear, um conceito importante é o de soma direta de espacos vetoriais
de dimensao finita. Para facilitar o entendimento da préxima defini¢ao, recorderemos
este conceito rapidamente.

Sejam W, um espaco vetorial de dimensao finita, e Wi,... e W, subespacos de
W tais que W = W; + ... + W,. Dizemos que esta soma é direta se para cada
2 <k < g vale:

Wi, (Wiu...UWi_q) ={0}.
Neste caso, escrevemos W = W, @ ... & W;.

Definicao 1.18. Sejam A;, ..., A,, F-dlgebras de dimensao finita, tais que para
cada 2 < k < m wale:

AN (AU UA) ={0}.

A soma direta de Ay, ..., A, a qual denotamos por A1 ®...® A,,, € a soma direta
destes espacos vetoriais com a sequinte operagao de multiplicagao:

(T14 .2+ Ym) =YLt T T, Y €AV €L, ... ,m}.

A seguir, destacamos alguns tipos especiais de F-algebras:

Definicao 1.19. o A ¢ simples se A2 # 0 e esta nao possui ideais bilaterais
Proprios.

o A ¢ semi-simples se esta pode ser escrita como a soma direta, nao necessari-
amente finita, de dlgebras simples.

o A ¢ nilpotente se existe n € N — {0} tal que para quaisquer aq,...,a, em
A, tem-se ay---a, = 0. O menor natural positivo n com esta propriedade é
chamado de expoente de A.

o A ¢é nil de grau limitado se ezxiste p € N— {0} tal que a? = 0 para todo a € A.
O menor natural positivo p com essa propriedade € chamado expoente de A.

Claramente toda algebra nilpotente é nao unitaria e toda algebra simples é semi-
simples.

Para fixar as idéias, avaliaremos a dlgebra M, (F). Como sabemos, M, (F) é
uma algebra unitaria e nao comutativa. Além disso, ela é simples; mas isto é menos
6bvio. Verificaremos a simplicidade de M, (F') no proximo exemplo. Neste exemplo
e daqui para frente, a matriz Ej, = (f;;) € M,(F) denota uma matriz elementar
com a seguinte regra de formacao:

fij = 1 caso (i,7) = (I,m)

fi; = 0 caso contrario.
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Exemplo 1.20. Para verificar que M,(F) é uma dlgebra simples, consideremos
o conjunto n = {1,...,n} e um ideal bilateral J em M, (F). Sejam o conjunto
X ={(i,7) e n xn} e, para cada (i,7) € X, o sequinte ideal bilateral de F':

I ={x € FI3A € J tal que a;; = z}.
Como F € um corpo, so temos duas op¢oes:
]i,j == {0} ou Ii,j =F

Se I; ; = {0} para todo par (i,j) € X entao J = {0}. Caso exista um par (i1,71) € X
tal que I;, j, = F, existe uma matriz B € J tal que b; ;, = 1. Como J é um ideal
bilateral, temos que E; ;, = E;;BE;;, e By = Ey Fi;, FE; sao elementos de
J. Como as matrizes elementares geram M, (F) como espago vetorial, seque que
J = M,(F).

Mais geralmente, se D é um anel de divisao, temos que M, (D) é dlgebra simples.

Alguns subconjuntos de uma F-algebra merecem destaque.

Definicao 1.21. Dizemos que B € uma F'-subdlgebra de A se B ¢ um subanel e um
F-submaodulo de A. Dizemos que I € um ideal de A se I € um ideal de anel e um
F-submaodulo de A.

Exemplo 1.22. e A dlgebra UT,(F) € uma subdlgebra de M, (F).

o Um exemplo de uma subdlgebra de UT3(F) € o conjunto formado pelas matrizes

do tipo:
D{( ):a,b,c,deF}.

e Considere E = {f € F(z)|f(0) = 0}. O conjunto E ¢é uma subdlgebra de

b
a
0

o O Q2

2 a0

A seguir, definiremos o conceito de homomorfismo de F-algebras.

Definigao 1.23. Uma aplicagio ® : Ay — Ay entre as F-dlgebras Ay e Ay € um
homomorfismo de F'-dlgebras se ¢ € uma F-aplicacdo linear e para quaisquer a,b €
Ay wvale a sequinte propriedade:

o O(ab) = P(a).P(b).

Dizemos que ® é um isomorfismo se esta for uma aplicacao bijetora. Nesse caso,
dizemos que A; e As s@o isomorfas, ou simplesmente, A; = A,. Um homomorfismo
de A em A é chamado um endomorfismo. Um endomorfismo bijetor é chamado
automorfismo. Denotamos os conjuntos de endomorfismos e automorfismos de A
por End(A) e Aut(A), respectivamente.
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Além disso ® é injetora se, e somente se, Ker(®) = {0}.

Seja @ : A — B um homomorfismo de F -ailgebras.E facil ver que Ker(®) é um
ideal de A e Im(®) é uma F-subdlgebra de B.Além disso, pode-se provar que

A/Ker(¢) = Im(e).

Este resultado é conhecido como o Teorema do homomorfismo de algebras.

Um outro exemplo de F-algebra é a algebra de Grassmann unitaria.
Exemplo 1.24. Seja I C F(X) o ideal de F(X) gerado por:
spanp{z;x; + xjz; 1,5 > 1}.
Para cada i € N — {0}, definimos e; = x; + I. Notemos que

€i€j = (L’il’j + I = —ZL’jZEi + I = —6]'67;.

Definimos a F-dlgebra de Grassmann G como a F-dlgebra gerada por:

{1,e1,€2,... €,...}.
Ou seja:
G={(l,ee,...,ek...|leie; =—eje;).

Desta forma, cada elemento da F-dlgebra de Grassmann G € uma combinacdo
linear de produtos da forma e e;, - --e;,, onde j é um nidmero natural positivo, e 1,
a unidade de G. Se o € uma permutacao de S,, onde S, € o grupo simétrico de grau
n, temos:

Co(1)€o(2) " Ca(n) = SgN(T)er - - - €.

A dlgebra de Grassmann fornece vdrios exemplos de subdlgebras de dimensao finita.
Para construi-las, restringimos o numero de geradores a uma quantidade finita.
Deste modo, para cada k > 1, temos a F-dlgebra:

Gr = (L, 61,62, exleie; = —eje;),
a qual tem dimensdo 2F — 1.

Notemos que a F-dlgebra de Grassmann € a soma direta dos sequintes espacos
vetoriais:

G — spanp{e; ... ey 1 <y < ... <o, k> 0};
g(l) — SpanF{eil .. 62'2]0_’_1; 1 < il < ... < i2p+1ap > O}

Esses subespagos vetoriais satisfazem as sequintes propriedades:
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¢ G=G0ag;

e OGO 4 gHgM - g (o que mostra que GO ¢ uma subdlgebra e que GV
ndao € uma subdlgebra);

e GG L gMHGO) = g,

Uma F-dlgebra A que possui dois F-subespacos vetoriais A e AV que tém as
propriedades listadas acima de G e GO | respectivamente, € o que chamamos de
uma F'-superdlgebra. Veremos este conceito com mais detalhes no terceiro capitulo.

Quando lidamos com algebras semi-simples, o conhecido Teorema de Wedderburn-
Artin é bastante util. A principal consequéncia desse teorema é a possibilidade de
decompor estas F-dlgebras como a soma direta de dlgebras de matrizes.

Teorema 1.25 (Teorema de Wedderburn-Artin). Se A é uma F-dlgebra semi-
simples de dimensdo finita unitdria entao A € isomorfa a uma soma direta de um
numero finito de dlgebras de matrizes com coeficientes sobre anéis de divisao, ou
seja:

onde cada D; € um anel de divisao de dimensao finita.

Particularmente, se F' € um corpo algebricamente fechado entao D; = F Vi, ou
seja:

Demonstracao: Veja [Den-Far|. A demonstracdo original é para anéis semi-
simples, mas pode ser generalizada sem dificuldades para algebras semi-simples.

a

Lema 1.26. Seja A uma F-dlgebra tal que A = Ay ® Ay onde Ay e Ay sao duas
F-dlgebras. Entao

J(A) = J(A)) © J(As).
Consequentemente, por uma inducdo simples, se A= Ay ® ... ® A, entao:

J(A) = J(A)®...0J(Ap).
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Demonstragao: O nosso primeiro objetivo é verificar que todo elemento de J(A)
se escreve como uma soma de um elemento de J(A;) com um elemento de J(A,).

Seja a um elemento de J(A). Como A = A; ® As temos que a = a; + ay onde
a; € Ay eag € As. Seay ¢ J(Ay) ou ay ¢ J(As) entdo podemos supor, sem perda
de generalidade, que existe um A;-modulo N simples tal que a; N # 0. Podemos
estender N a um A-médulo simples N da seguinte maneira: para qualquer elemento
x € Ay faremos N = {0} e quando = € A; faremos N = xN. Como N é um
A-médulo simples, temos que (a; + CLQ)N = 0. Contudo, temos que a; N = a1 N #0
e asN = 0. Esta contradicao conclui a afirmacao do pardgrafo anterior.

Para quaisquer (ai,as), (b1,be) € J(A1) ® J(A2) e A € F, temos as seguintes
operagcoes:

[} (al, CLQ) + (bl, bg) = (CL1 + bl, a9 + bg);

e (a1,a2).(b1,b2) = (a1by, azbs);

[ (al, CLQ) ()\al, /\(12).

Consideremos a seguinte aplicagao F-algebras:

{ ¢ J(A1) © J(As) — J(A)

(a1, a9) — ai + as

Esta aplicagao ¢ claramente sobrejetiva. E uma aplicagao linear e preserva a mul-
tiplicacao a qual é compativel com a multiplicacdo por escalar. Assim ¢ é um
homomorfismo de &dlgebras. Além disso, ¢ é injetiva ja que Ker(¢) = {0}.

Segue daf que J(A) = J(A;) ©® J(As). 0

Uma consequéncia importante deste lema ¢é o seguinte teorema.

Teorema 1.27. Se A ¢ uma F-dlgebra semi-simples unitaria de dimensao finita

entao J(A) = {0}.

Demonstracgao: Sabemos do Teorema de Wedderburn-Artin que:

k

A= () M,,(Dy).

i=1

Com isto, segue do lema anterior que:

Como J(M,,(D;)) = {0} para todo i € {1,...,k}, temos que J(A) = {0}. 0

O teorema de Wedderburn-Malcev tera um papel relevante nesta dissertacao.
Ele sera usado na caracterizagao das variedades de Pl-expoente 2.



CAPITULO 1. DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS 13
Definicao 1.28. Dizemos que B é uma F'-subdlgebra mazimal de A se para qualquer
F-subdlgebra A’ tal que B C A" C A implicar que B = A" ou A= A'.

Teorema 1.29 (Teorema de Wedderburn-Malcev). Sejam A uma dlgebra de di-
mensao finita sobre um corpo F de caracteristica zero e J(A) o seu radical de Ja-
cobson. Entao existe uma subdlgebra maximal semi-simples B tal que:

A=B+J(A).
Demonstragao: Veja [Cur-Rei]. 0

Exemplo 1.30. Veremos uma ilustracao de como o teorema Wedderburn-Malcev
funciona para o caso em que a F-dlgebra de dimensao finita € a dlgebra das matrizes
triangulares superiores UT, (F').

Seja UT,(F)N o ideal formado pelas matrizes de UT, (F) com diagonal principal
nula. Pela Observacdo 1.11,temos:

JUT,(F)) = UT,(F)".

Para cada i = 1,...,n denote por A; = {aEyla € F}. Nao é dificil ver que Aj
¢ uma F-subdlgebra simples de UT,(F) para todo i € {1,...,n}. Além disso a
F-dlgebra semi-simples apresentada abaizo é maximal:

B:A11®®Ann

Com isto temos a decomposi¢ao de Wedderburn-Malcev de UT, (F):

UT,(F)=A1®...0 Ay +UT,(F)".

1.4 Produto tensorial de F-algebras

Nesta se¢ao definiremos o produto tensorial de F —Algebras que sera necessario
para o bom entendimento da primeira parte do Lema 4.11 e do conceito de envolvente
de Grassmann de uma F-superalgebra. Para mais detalhes, o leitor interessado pode
consultar [Ati-Mac].

Sejam Ay, ..., A, F-algebras. Podemos considerar o produto tensorial dessas F-
algebras como F-modulos como foi feito na Secao 1.2. Podemos munir o F-médulo
A ®...® A, com estrutura de F-algebra da seguinte maneira:

(A1 ® ... Qay). (1 ®...0by) = (a1b) ® ... R anby),
onde a; ® ... ®a,, eb; ®...Rb, sdo elementos de A; ®...® A,,.

Notemos que 14, ® ... ® 14, é a identidade dessa multiplicagao, pois esta fixa
todos os geradores ¢; ® ... ® ¢, de A; ® ... ® A,,. Podemos provar que esta
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multiplicacao é associativa. Assim, temos que A; ® ... ® A,, é um anel. Nao é
dificil verificar que a multiplicagdo do anel A; ® ... ® A,, é compativel com a acao
de F neste anel como F-médulo. Com isto, concluimos que A; ® ... ® A,, é uma
F-élgebra.

Observacao 1.31. Eztensao do corpo de escalares

Consideremos uma F-algebra A e K uma extensao de F. Podemos ver A como
uma K-algebra usando o produto tensorial A® K. De fato, sabemos que a F-algebra
A é descrita por uma base {a;} de A sobre F' e pela maneira como multiplicamos os
elementos dessa base, quer dizer:

a;a; = Z bijkak onde bijk e FCK.
k

O elo entre as F-dlgebras A e A® K é dado pelo conjunto {a;} discutido acima.
Verificaremos que toda base de A sobre F' é uma base de A ® K sobre K.

Proposicao 1.32. Toda base de A sobre F' € base de A ® K como um K-maddulo.

Demonstracao: Consideremos os seguintes homomorfismos de F-algebras:

1K —-AQK
fe=1ef
j:A—->ARQK
a—a®l1

Estes homomorfismos nos mostram que as F-algebras A e K estao isomorficamente
imersas na F-dlgebra A ® K. Se {e,} é uma base para A entdo todo elemento
r € A® K tem uma Unica expressao

r=) a®ra= (a®D(1®r) =) jle)ilra),

onde r, € K. Desta maneira, podemos considerar A ® K como um K-moédulo via ¢
e assim {j(e,)} é uma base para ele. 0

Particularmente, se K = F é o fecho algébrico de F, podemos ver A como uma
F-algebra, ou seja, A é uma algebra sobre um corpo algebricamente fechado.
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Capitulo 2

PI—AlgebraS

As F-élgebras que satisfazem um polindmio ndo nulo de F(X) sdo importantes
nesta dissertacao. Estas F-algebras sao chamadas de PI-algebras.

Dois conceitos fundamentais neste capitulo serao: T-ideais e variedade de alge-
bras. Provaremos que, quando F' for um corpo de caracteristica zero, o estudo das
identidades polinomiais de um PI-algebra A é reduzido ao estudo das chamadas iden-
tidades multilineares de A. Apresentaremos um corolario dos Teoremas de Birkhoff-
Poincaré-Witt e de Witt que permite escrever os polinomios multilineares numa base
especial.

Ainda neste capitulo, introduziremos o conceito de sequéncia de codimensoes e
a calcularemos para a dlgebra de Grassmann e das matrizes triangulares superiores
de ordem 2 x 2. Provaremos o Teorema das Codimensoes de Regev que fornece uma
cota superior para a n-ésima codimensao de uma Pl-algebra.

2.1 Exemplos de PI-algebras

Definicao 2.1. Uma Pl-dlgebra A € uma F-dlgebra que satisfaz um polindémio nao
nulo em F(X). Isto €, existe f(xy,--- ,x,) € F(X) ndo nulo tal que:

f(alv"' 7an):07va17"'7an€14-

O polinémio f é dito uma identidade polinomial de A.
Observacao 2.2. Notemos que o termo constante de uma identidade polinomial f

de uma F-dlgebra A € nulo ja que f(0,...,0) =0.

O polinomio standard de grau n é importante no estudo de Pl-algebras. Este é
definido como:

Stn(xh e 7:Cn) = Z Sgn(a)xgu) © To(n),

O'ESn
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onde S,, é o grupo simétrico de grau n e sgn(o) denota o sinal da permutacao o € S,,.

Definimos o comutador de peso 2(ou comutador duplo) como sendo o polinémio:

(1, X9 := X129 — Tox1.

Indutivamente um comutador de peso n > 3 é definido como:

[, s xn] =1, o], @0l

Notemos que Sty(x1,x2) = [1, T2].

O comutador goza das seguintes propriedades:

e (Anticomutatividade) [z, z5] = —[z2, 1];

o (Identidade de Jacobi) [z1, [xg, x3]] + [3, (21, Z2]] + [z2, [3, 21]] = 0.

Vejamos alguns exemplos de Pl-algebras.

Exemplo 2.3. e Qualquer F-dlgebra comutativa é uma Pl-dlgebra. De fato, se
a e b sao elementos de uma F-dlgebra comutativa C entao ab = ba. Assim, C
satisfaz o comutador duplo: [x1,xs).

e Uma F-dlgebra nilpotente de expoente m € uma Pl-dlgebra, pois satisfaz o
polinomio: f(x1,+ + ,Tpm) =Ty Tpy.

o A dlgebra de Grassmann € uma Pl-dlgebra. Note que se a,b € G, podemos
escrever a = ag+ a; e b = by + by onde ag, by € GO e ay,b, € GV, Dessa
maneira o comutador duplo de a,b é:

[a,b] = a1by — biay = 2a1b;.
Ou seja:
[a,b] € GO,

Seja c € G. Como, [a,b] € GO, temos que [a,b] comuta com c e portanto:

[a,b], c] = [a,b]c — c[a,b] = 0.
Logo a dlgebra de Grassmann satisfaz o polindmio [x1, s, x3).

o A dlgebra UT,(F) € uma Pl-dlgebra para a qual uma identidade polinomial é:
(@, - w00) = 11, 22] - - [Ton—1, Tan).

Para verificar esta afirmagao, consideremos A, B € UT,(F). Sabemos que
os elementos da diagonal principal de C = AB sao da forma c; = aib;;,
onde i € {1,...,n}. O mesmo ocorre com os elementos da diagonal principal
de D = BA. Assim [A, B] € um elemento do radical de Jacobson de UT, (F),
J(UT,.(F)). Como o expoente de J(UT,(F)) én, para quaisquer Ay, . .., As, €
UT,(F), temos que

f(Al, ce ,Agn) — 0
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o Sejam A, B,C € My(F). Entao:

[A, B2, C] = 0.

De fato, considere uma matriz D € My(F). A expressao matricial do polinémio
caracteristico associado é:

2 — tr(D)x + det(D).

Se D = [A, B], temos que tr(D) = 0. Logo pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
temos:

D2 + th(D)lMQ(F) =0.
Portanto [A, B)* é um muiltiplo escalar da matriz identidade, 1y, ry. Conclusdo:

[A, B2, C] = 0.

Logo, My(F) € uma Pl-dlgebra.

Além disso, My(F) satisfaz Sty(xq,...,x4). Mais geralmente temos que M, (F)
€ uma Pl-dlgebra, pois satisfaz o polinomio:

Sth(xh T al‘Qn)'

FEsse resultado € conhecido como o Teorema de Amitsur-Levitzki,(1950). A
demonstracgao original é encontrada em [Ami-Lev]. Uma demonstracao alter-
nativa deste teorema pode ser encontrada em [Rosset].

Estas F-algebras sao exemplos classicos de Pl-dlgebras.

Nessa dissertacao, algumas PI-algebras menos usuais merecem destaque.

g

Exemplo 2.4. o A F-dlgebra A; = (0 G

) ¢ uma Pl-dlgebra, pois satisfaz

o polinomio:
f(x1, g, 3, 24, T5) = [T1, T2, T3] (24, X5).

Para verificar esta afirmacao, notemos que se By, By € Ay entao o comutador
C = [By,By] € tal que c11 € G©, c19 € G e oy = cop = 0. Observe que
se D € Ay edyy = 0 entao DC = 0. Sejam Bs, By, By elementos de Ay e
E = [Bs, By, Bs]. Como o elemento fi; do comutador F' = [Bs, By] pertence
a GO, seque que e;; = 0 e portanto EC = 0. Assim, f(x1,---,x5) € uma

identidade de A;.

G
0 g

g(x1, te ,355) = [Il,xz][%,m,xf)]-

o A F-dlgebra Ay = ( ) ¢ uma Pl-dlgebra, pois satisfaz o polinomio:

Verificagao andloga a anterior.
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g(O) g(l)
¢ GO

o A F-dlgebra My ;1(G) = ( > ¢ uma Pl-dlgebra, ja que esta satisfaz o
polinomio:
h(a:l;"' 7$5) = [[‘731,.T2],[x3,$4],$5].

O primeiro fato a ser destacado, antes de verificar esta afirmacdo € descrever
o centro dessa dlgebra:

Z(Ml’l(g)) = {A S M171(g)|AB = BA, VB € MLl(g)}.

Nao é dificil ver que o conjunto B formado pelas matrizes de M;1(G) cujos
os elementos da diagonal secunddria sao nulos e os elementos da diagonal
principal sao iguais estd contido em Z(M;1(G)). Sejam C e D matrizes de
M, 1(G) com as sequintes caracteristicas:

cnn=1eciy=coy =cp=0,

di2 = ey e dy; = dy = dgp = 0.

Se E € Z(M1(G)) entio a comutatividade com a matriz C' mostra que os
elementos da diagonal secunddria de E sao nulos. A comutatividade com D,
mostra que os dois elementos da diagonal principal de E sao iguais. Portanto:

B - Z(Mm(g))

Verificar que [[x1, x2], [x3, x4], x5] € uma identidade de M 1(G) equivale a ve-
rificar que:

[[1, 22], [23, 24]] € Z(M11(G)).

Um cdlculo direto, mas trabalhoso, mostra que se Ly, Lo, L3, Ly sao elemen-
tos de My1(G), entao Ly = [[L1, Lo], [Ls, L4]] € B. Isto completa a nossa
verifica¢ao.

Além de todos estes exemplos de Pl-algebras, vale destacar que qualquer F-
algebra de dimensao finita é uma PI-dlgebra. Para verificar esta afirmacao, faremos
uma breve apresentacao sobre polindmios homogéneos a qual sera bastante impor-
tante para a compreensao da Secao 2.3.

2.2 Polindomios multilineares

Definicao 2.5. Dado f(xy1,--- ,x,) € F(X), podemos descrever f a partir da soma
dos seus monomios o;u;:

f:ZOéiui;Oéi S F,Oéi 7é0
=1
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Definimos |u|,, como sendo o nimero de ocorréncias da varidvel x; em u;, e o grau
de f em relacdo a x; por:

gra;(f) = waz u;
<5<

T

3

Definimos o nimero de varidveis de u;, contadas com as suas respectivas multipli-
cidades, como sendo |u;].

Caso |u1] = ... = |uy|, dizemos que f é homogéneo. Para este polindmio,
definimos o seu grau como sendo o numero de varidveis, contando as repeticoes, de
um dos seus monomios. Se f € um polinomio qualquer, definimos o grau de f como
sendo:

Os exemplos a seguir servirao para fixar as idéias.

Exemplo 2.6. Se f(x1, 12, 23) = 10573 + 23217273277 entdo:

gra(f) = 3,912, (f) =5 € gray(f) = 2.

Sao exemplos de polindomios homogéneos:
Exemplo 2.7 o f(wy,m9,  ,T5) = T12203 + T2 + Xim X
p . 1, X2, ) L5 12223 5 42173,
_ 2 3
o g(x1,x9,13) = X193 + 3Ty + TiT3 + T.
Alguns poliné6mios homogéneos, tais como os multihomogéneos e os multilineares,

serao fundamentais para o estudo dos T-ideais em corpos infinitos e de caracteristica
zero respectivamente.

Definigao 2.8. Se |uj|s, = ... = |umls,, dizemos que f(xq,...,x,) € homogéneo na
varidvel x;. Quando f(xy,...,x,) € homogéneo em relag¢ao a todas as varidveis, dize-
mos que este é multihomogéneo. Para os polinomios multthomogéneos nas varidveis
1,...,T,, existe a denominacao de multigrau que € uma n-upla com n entradas em
que o numero da i-ésima entrada determina o numero de vezes em que x; aparece
em um monomio de f. Se f é um polinomio multihomogéneo em que todos os
seus monomios tem m simbolos, contadas as repeticoes, entao f é multthomogéneo
de grau m. Quando f € multihomogéneo de multigrau (1,...,1), dizemos que f €
multilinear.

Observacao 2.9. Considere g € F(X). Com a definicio anterior, nota-se que
podemos decompor g na soma de parcelas distintas com as sequintes propriedades:
e 1) Cada parcela é um polinémio multihomogéneo;

e 2) Quaisquer duas parcelas desta decomposicao tém multigraus diferentes.
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Denominamos estas parcelas de componentes multihomogéneas de g.

Sao exemplos de polinomios multihomogéneos:
Exemplo 2.10. o f(x1,29,73) = 217323 + 379237271 o,

_ 2.9 2
o g(z1, 9, T3, Ty) = T1T3X504 + T4TZT3T1T3.

Sao exemplos de polinomios multilineares:
Exemplo 2.11. o c(x1,29,T3) = X1X3T9 + Tox1T3,

o Stp(xy,...,2,).

Daqui em diante representaremos o conjunto de polinémios multilineares de grau
n por:

P, = spanp{x,q) - Tom)|o € Sn}.

Dessa maneira, qualquer polinomio f € P, pode ser escrito como:

f(xly"' ,ZL‘n) = Z UgTy(1) """ Lo(n), Ao er.

oESy

Notemos que todo polinomio multilinear é linear em uma das suas variaveis.

Trabalhar com polindmios multilineares é bastante vantajoso.Para verificar se um
polinémio multilinear f é ou nao uma identidade de uma F-algebra A de dimensao
finita, basta aplicd-lo nos elementos de uma base de A.

Proposicao 2.12. Seja A uma F-dlgebra de dimensao finita com base
B = {bl,. .. ,bm}

Considere f € F(X) um polinomio multilinear de grau n > 1. Entao f é uma
identidade de A se, e so se,

f(al,...,an):()

para qualquer sequéncia (ay, ..., a,) de elementos no conjunto B.

Demonstracao: Seja f uma identidade de A. Entao é claro que

f(al,...,an):(]

para qualquer sequéncia (ay,...,a,) de elementos no conjunto B.
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Reciprocamente, suponhamos que f(ay,...,a,) = 0 para qualquer sequéncia
(ay,- -+ ,a,) de elementos no conjunto B. Seja I' o conjunto formado por todas as
aplicagoes de {1,...,n} em {1,...,m}. Consideremos ¢y, ...,c, € A tais que:

m
C; = E ai,jbj,ozi,j € F.
Jj=1

Como f é um polinomio multilinear, sabemos que este é linear em cada uma das
suas variaveis. Assim:

f(cla s 7Cn) = Z A15(1) - - - CVn,cr(n)f(bo(lﬁ s 7ba(n))-

cel’

Como por hipétese f(by(1),---,bom)) = 0 para todo o € I' segue que f(ci,...,c,) =
0. Deste modo, f € Id(A). O

Observacgao 2.13. Adaptando a demonstracao desta proposicao, pode-se provar que
o resultado acima continua vdlido quando B € um conjunto infinito.

Uma das consequéncias desse resultado é o seguinte corolario que prova a ltima
afirmacao feita na secao anterior.

Corolario 2.14. Seja A uma F'-dlgebra de dimensdon. Entdo A satisfaz o polinomio
standard de grau n + 1.

Demonstragao: Seja B = {aj, - ,a,} uma base de A. Como St,.; é um
polinomio multilinear de grau n+ 1, pela proposicao anterior, basta calcula-lo numa
(n+1)-upla genérica cujas entradas sao elementos de B: (a;,,...,a;,,,). Em outras

palavras, queremos mostrar que:

Stn+1(ail, Ce ,ain+1) =0.

De fato, existe um a;, = a;; com i, # i;.

Consideremos a € A,, 1, onde A, 1 é o subgrupo de S,, 1 das permutacoes pares.
Entao I = {(ixi;)y | v € Ans1} € 0 conjunto das permutages impares e os termos

(Sgn(a))(aiau) - 'aia(n+1)) e (Sgn(@kij)(a)))(aiﬁ(n T aiﬁ(n+1)>
se cancelam.

Como o é uma permutacao arbitraria de A, 1, temos que St1(a;,, -+ ,a,,,,) =
0 o que prova o resultado. 0
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2.3 T-ideais

Seja A uma F-algebra. Consideramos o conjunto
Id(A)={f e F(X)|f=0 em A}
dos polinomios satisfeitos por A.

Nao ¢é dificil ver que Id(A) é um ideal bilateral em F(X). Outro fato inte-
ressante é que Id(A) é invariante por endomorfismos de F'(X), ou seja se ¢ é um
endomorfismo de F(X) entao ¢(Id(A)) C Id(A). Para verificar isto, consideremos
um polinémio f(xy,---,z,) em Id(A) e um endomorfismo 5 de F(X)

g F(X)— F(X)
Ti = Gi
Observemos que f(g1, - ,g,) =0 em A.

Ideais invariantes por endomorfismos sao importantes na Pl-teoria.
Definicao 2.15. Um ideal I em F(X) é um T-ideal se ¢(I) C I para todo endo-
morfismo ¢ de F(X).

Deste modo, Id(A) é um T-ideal de F(X) dito o T-ideal de A.

Proposicao 2.16. Seja [ um T-ideal de F(X). Entdo Id(%) =1.

Demonstracao: Primeiramente, seja f € I. Considere a seguinte algebra:

F(X)
A=—rr

Mostraremos que Id(A) = I. Se f(z1,...,x,) € I e hy+1,...,h, + 1 € A entao
existe um endomorfismo ¢ de F(X) tal que

fhi+ I, . hy+1I)= f(hy,...;hn) + 1 =¢(f(z1,...,2,)) + 1.
Como I é um T-ideal, sabemos que ¢(f(x1,...,2,)) € I. Ou seja,
fha+1,....h,+1)=1.

Como os polinémios hy, . .., h, foram tomados arbitrariamente em F(X), concluimos
que f € Id(A) e portanto I C Id(A).

Reciprocamente, seja f € Id(A).
Temos

flry,..o,zn)+ 1= fler+1,...,0,+ 1) = 1.

Portanto, f(zq, - ,z,) € 1.
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Logo Id(A) C I e aigualdade I = Id(A) prova a proposicao. 0

Um T-ideal I é gerado, como T-ideal, por um conjunto S C F(X) se todo
elemento de I pode ser escrito como uma F-combinacao linear de elementos da
seguinte forma:

hlf(gla e 79n)h2,

onde os polindémios hy,hs, g1,...,9, € F(X) e f € S. Nesse caso, escrevemos
I = (S)r. Dois conjuntos Sy e Sy sdo equivalentes se (S1)7 = (Sa)r.

Além disso, dizemos que um polinomio f é uma consequéncia de polindomios em
um conjunto S C F(X) se f € (S5).

Em 1950, Specht conjecturou que todo T-ideal I sobre um corpo de caracteristica
zero era finitamente gerado, ou seja, existe um conjunto finito S C F(X) tal que
I = (S)r. Em 1987, Kemer|[Kemer3] provou esta conjectura.

Dizemos que uma Pl-algebra A satisfaz a propriedade da base finita se existe um
conjunto finito nao vazio R C F(X) tal que Id(A) = (R)r.

Provaremos a seguir que todo T-ideal sobre um corpo infinito é gerado por
polinémios multihomogéneos. Descreveremos também o processo de multilinearizacao.
Logo apés provaremos que todo T-ideal sobre um corpo de caracteristica zero é ge-
rado por polindbmios multilineares.

Teorema 2.17. Sejam F um corpo infinito, A uma F-dlgebra e f(xy,--- ,x,) uma
identidade de A tal que gry,(f) =m. Seja f; a componente de f de grau j(0 < j <
m) em rela¢ao a x;, ou seja, a parcela de f formada pela soma de todos mondmios
de grau j em relagao a ;. Entao f; € uma identidade de A.

Demonstracao: Por hipdtese, sabemos que f = ) f;, onde cada f; é a parcela

7=0
de f que tem grau j em relagao a variavel z;. Como o corpo é infinito existem
elementos distintos ay, ..., a, € F. Observemos que para qualquer o € F', vale:

m
flxy, ... o, ..., x,) = Zozkfk(xl,...,xn).
k=0

Como [ é uma identidade de A, temos que f(Ty,...,0aT;, ..., T,) = 0 para quais-
quer Ty, ...,T, € A. Logo se calcularmos (ay, ..., a,) em f como fizemos para «,
obteremos um sistema de equagoes com m + 1 variaveis, fo, -, fn:

fotaofi+--+ag fin="0
fotaifi+--+ai"fn=0

Jotamfit -+ apfu=0
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Para avaliar se este sistema homogéneo tem solucao nao trivial, temos que verificar
se o determinante da matriz abaixo é nulo:

1 oy -+ ol
1 a DY am
B= : 1
Notemos que det(B") = H (a; — ;) # 0 jd que B é uma matriz de Van-
~—
0<i<j<m
dermonde. Como det(B) = det(B"), concluimos que fy,- -, fi, s@o identidades da
algebra A. 0

Um corolario imediato do teorema acima, o qual pode ser provado por uma
simples indugao no nimero de variaveis nas quais o polinomio é nao-homogéneo ¢é o
seguinte:

Corolario 2.18. Sejam F um corpo infinito e A uma F-dlgebra. Considere f €
Id(A). Entao qualquer componente multihomogénea de f € uma identidade de
A. Consequentemente, qualquer T-ideal sobre um corpo infinito é consequéncia de
polinomios multihomogéneos.

Seja A uma F-algebra, onde F' é um corpo infinito de caracteristica diferente de
2. Dada f € Id(A) de grau k, veremos no préximo teorema que é possivel obter a
partir desta identidade, uma identidade multilinear de A de grau menor ou igual a k.
Para simplificar a notagao, denotaremos(como foi feito para provar a simplicidade
de M, (F)) o conjunto formado pelos inteiros positivos de 1 até n como:

A={1,...,nh

Teorema 2.19 (Processo de Multilinearizacao). Sejam F um corpo infinito de ca-
racteristica diferente de 2 e f(xy, -+ ,x,) uma identidade polinomial de uma F-
algebra A de grau k. Entdo existe uma identidade polinomial multilinear h de A
cujo o grau € menor ou igual a k.

Demonstracgao: Dividiremos esta demonstragao em trés etapas.

12 etapa: Suponhamos que gr,,(f) < 1 para todo ¢ € n. Veremos que é possivel
obter uma identidade multilinear de A a partir de f.

Inicialmente, decomponhamos f na soma dos seus monomios:
m
f= E aju;, o € F—{0}.
j=1

Caso tenhamos, para todo ¢ € 1 e para todo j € m, |u;|,, = 1, ndo hd nada para
se fazer, pois f ja é multilinear. Suponhamos que f nao seja multilinear. Assim,
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existem ¢ € n e j,l € m tais que |uj|,, =0 e |wl,, =1 . Seja z;, uma varidvel de f
com esta propriedade e consideremos o seguinte endomorfismo de F(X):

¢, - F(X) — F(X)
x; 0 caso j =1
xj > x;j caso contrario.

¢i, (f) é uma identidade de A, onde a varidvel x;, nao aparece. Caso ¢y (f) seja
multilinear, concluimos a demonstracao deste primeiro caso. Caso contrério, existe
uma variavel x;, desta identidade com a propriedade que x;, tinha em f. Como na
situacdo anterior, construimos um endomorfismo ¢;, de F'(X) que associa x;, a 0 e
fixa as demais varidveis de ¢;, (f). Caso ¢y, (¢, (f)) seja multilinear, terminamos a
demonstracao. Caso contrario, repetimos o procedimento anterior. Como o nimero
de variaveis de f é finito, este algoritmo terminara em alguma etapa e obteremos
uma identidade multilinear a partir da f.

22 etapa: Suponhamos que gr.,(f(z1,...,2...,2,)) = d > 1 para algum
i € n. Veremos que é possivel obter uma identidade h de A onde
gryi(h(xb s Yis Yiv1s - 7xn)) = 9Ty (h(l’l, e Yo Yitls - ;xn)) =d— 1(neStaS
Y Y

duas notagoes, a i-ésima variavel de h é omitida e substituida por y; e y;11). Por
simplicidade, suporemos que 7 = 1.

Consideremos o seguinte polindmio:
h(ylv Y2, T2, ... ,(L’n) =

f(yl +y2,$2,...,l’n) - f(ylax%"wxn) - f<y27x27"'7xn)' (2'1)

E facil notar que h é uma identidade de A e que:

gry, (f(yr +y2, 22, .. 20)) = gry, (f(yr + Y2, 22, ..., 2,)) = d;
gry, (f(ylax% cee >xn)) = gry2(f(y2,:c2, s 73371)) = d;

gy (R(y1, Y2, Ty ..., ) = gy, (R(y1, Y2, T2, ..., xy)) =d — 1.

Se substituirmos ; e ¥, por 1 na igualdade (2.1), temos:

My, 1,29, ... 20) = [(221, 29, ..., 2p) — 2f (1, ..., 2y).

Seja f; ¢ a componente de f de grau i na variavel x;, assim:

d
f(2.1'1, ce 7'7;11) = Zzlfl
=0

Verificaremos que h é nao nulo. Suponha que h é o polinémio nulo. Assim, temos:

d
[y, xe,. .., 2,) = ZQZf, =2f(x1,...,2p).
i=0
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Logo:
fo=2* =2 fo+ ...+ (2= 2)fa

Sabemos que gr,, (fo) = 0, mas gry, (22 = 2)(f2) + ...+ 24 = 2)(fy)) =d > 1, 0
que é um absurdo. Assim, h é uma identidade nao nula de A com a propriedade
desejada.

3?2 etapa: Demonstracao do teorema.

Como F' é um corpo infinito, podemos considerar f(z1, ..., z,) multihomogéneo.
Caso f obedeca as hipdteses da primeira etapa, basta aplicar o algoritmo desen-
volvido nesta.

Caso isto nao acontega, temos que gr,,(f) > 1 para algum i € 7. Com uma
inducao no grau de x;, construimos, a partir da etapa anterior, uma identidade g
de A com gry,(g) < 1. Repetindo esse procedimento, se necessario, para as outras
variaveis de g, obtemos uma identidade h(z1,..., 2,) onde gr.,(h) < 1 para todo
i € m. Aplicando o algoritmo da primeira etapa a h, concluimos o teorema. 0

Uma consequéncia do processo de multilinearizagao é que se F' é um corpo de
caracteristica zero entao todo T-ideal de F'(X') é gerado por polinémios multilineares.

Teorema 2.20. Suponhamos que F' seja um corpo de caracteristica zero. Seja f €
F(X). Entao f(x1,--- ,x,) € uma consequéncia finita de polindmios multilineares.

Demonstragao: Consideremos o T-ideal: I = (f)7. Sabemos que existe uma F-
algebra A tal que Id(A) = I. Pelo Corolario 2.18 e para simplificar a demonstracao,
podemos supor que f é multihomogéneo. Aplicamos o processo de multilinearizagao:
se grg, (f) = d > 1 entao escreveremos:

d
h = f(yl +y27x27---al‘n) - Z\gi(yhy%x%'“ axn)j

i:O TV

gi

onde gry1gi(ylay27 Lo, ... 7'rn) = iv gryzgi(ylay% Lo, ... 7$n) =d—1
e gre, 9i(Y1, Y2, To, . . ., xy) = gre, f(y1 + Y2, To, ..., x,) para todo t =2,... n.

Como f é uma identidade de A, h também é uma identidade de A. Como
9o, - - -, gq Sa0 as componentes multihomogéneas de h, segue do primeiro Corolario
do Teorema 2.17 que cada uma dessas pertence a Id(A). Assim:

<g17 s >gd*1>T - <f>T

Além disso, notemos que para todo ¢, temos:
d
9i(y1,y1, T2, .., ) = ; fyr, @, ..., ).

Como a caracteristica de F' é zero, segue que (?) # 0. Portanto:

<f>T = (91, e ,gd—1>T-
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Por uma indugao, completamos a demonstracao. 0

Dizemos que f é uma identidade estavel de uma F-algebra A se f for uma iden-
tidade de A ® C', onde C' é uma F-algebra comutativa qualquer. Em caracteristica
zero, todas as identidades de uma F-algebra sao estaveis, conforme o proximo re-
sultado.

Proposicgao 2.21. Sejam A uma F-dlgebra e C uma F-dlgebra comutativa unitdria,

onde F' € um corpo de caracteristica zero. Entao Id(A® C) = Id(A).

Demonstracao: Suponhamos que f seja uma identidade de A® C. Podemos supor
que f é um polinéomio multilinear, pois F' tem caracteristica zero. Admitamos que
gr(f) = n. Entao para quaisquer ay, - - ,a, € A temos que:

f(a1®1,a2®1,-~- aa'n®1):f(a1>a27”' aan)®1:O
Dessa maneira f(aj,- -+ ,a,) =0.

Reciprocamente, se f é uma identidade de A, podemos supor que f é um
polinomio multilinear. Se gr(f) = j, é suficiente provar que, para quaisquer
ar @my,...,a; ®m; € A® C, temos que

flar ®@myq,...,a; ® m;) = 0.
Como C' é uma algebra comutativa, segue que:
flar®@my,....,a; @m;) = f(ar, -+ ,a;) @my---m;.
Sabemos que f(aq,---,a;) = 0 para quaisquer ay,...,a; € A, logo f € Id(A® C).

Isto conclui a nossa proposicao. 0

A proxima observacao é uma importante consequéncia dos Teoremas de Birkhoff-
Poincaré-Witt e Witt. Esses teoremas sao classicos resultados em Pl-teoria, mas os
seus enunciados com as suas respectivas demonstragoes fogem ao escopo deste texto.
O leitor interessado em mais informagoes pode consultar [Drensky].

Observagao 2.22. Qualquer polinomio multilinear f € F(X) de grau n(F € um
corpo de caracteristica zero) pode ser escrito como uma F-combinagao linear de
polinémios do tipo:

Tiy oo Ty, [z, .. ,ijQ] sy, wg
~ —~ 7 ~ Ve -
c1 Cm—1
onde iy < -+ < g, 05 polindmios cy, - - ,cym—1 SG0 comutadores de pesos arbitrdrios

m
nas demais varidveis €y, $; = n.
i=1

Veremos dois exemplos para fixar as idéias.
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Exemplo 2.23. Seja A uma F-dlgebra comutativa unitdaria entao:
1d(A) = ([z1, z2])r-

De fato, sabemos que [x1, 5] € uma identidade polinomial da dlgebra A. Entdo:
([x1, x2])7 C Td(A).

Seja f uma identidade de A. Podemos supor que f € multilinear jd que o corpo € de
caracteristica zero. Pela observacao anterior, sabemos que f pode ser escrito como:

f(x17”'axn):axl"'$n+g($la"'7xn)7 (22)
onde g € ([x1,x2])r. Facamos xy = ... =z, =1 em (2.2). Dessa maneira:
f(17 71)_9(17 71) :07
pois g € ([x1,x2])r C Id(A). Logo al™ =0 e portanto a = 0. Assim f € ([x1, z2])7
e:

([21, o)) = 1d(A).

Verificaremos no préximo exemplo que Id(UTy(F)) = ([z1, xa][x3, 4]) 7.

Exemplo 2.24. Sabemos que ([x1, xs][x3, x4|)7 C Id(UTo(F)). Seja f € Id(UTy(F))
um polinomio multilinear de grau n. Sabemos que f se escreve, modulo
([1, x2][T3, T4]) T, COMO uma combinagao linear de elementos da forma:

Ty ...flfir[le,...,l‘js], (23)

ondeiy < ...<i,,r+s=ne{iy,...,iJ1,.-.,Js; = {1,...,n}. Denotaremos
[:{7;1,...,2'7«}.

Notemos que se x1,...,x4 € UTy(F) entdo:

0= Hxlwa]; [I37 SC4]] = [I'l, 1'2,.7337374] - [xlu T2, Ty, I’g].
Dessa forma, para qualquer pemutagdo o € S, e Y1,Y2, %1, ..., %, € UTH(F) temos
que:
Y1, Y2, X1, -, Tp) = [Y1, Y2, To(1)s - - - To(p))- (2.4)

Pela anticomutatividade e pela identidade de Jacobi do comutador, podemos manejar
0s trés primeiros termos do comutador que aparecem a esquerda de (2.4). Assim, é
possivel reposicionar os elementos que aparecem no comutador de (2.3) de tal forma
que:

J1>Je ega<J3<...<Js. (2.5)

Consideremos J = {ja,...,Js} € Xigjs = Tiy - - Ti [Tjyy - - T4,

Posto isso, f pode se escrito mddulo ([x1, xs][x3, 24])7 cOmo:

flxy, ... x,) = Z argp X154, argj € F (2.6)

I,J,j1
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Como f € Id(UT5(F)), ao calcularmos f em (lyny(py, - -, lumyr)), concluimos que
o coeficiente do mondémio xy ...x, em (2.6) é nulo.

Para verificar que f € ([x1,x3][xs, x4])1, provaremos que todos os coeficientes
argj, de (2.6) sao nulos. Suponhamos por absurdo que essa afirmacdo ndo seja
verdadeira. Dessa forma, existe um coeficiente ap yp(I' = {ly,....l.}, J =
{ma, ... omy_pw 1} e {ly,...;L,my, ... omy w1, k} = {1,...,n}) nao nulo, esco-
Ihido de tal forma que J' possua o menor nimero de elementos possivel.

Facamos as sequintes substituicoes em (2.6):

('xha . axlT/) = (1UT2(F)7 sy 1UT2(F))7

xp = P,

(a:ml,...,xm , I)Z(EQQ,...,E22>.

n—r’—

Com estas substituicoes feitas, temos que:
ap g kB =0, ou seja, ap = 0.
Contradi¢ao. Logo:
f=0  (mod ([x1,xs][3, 24]) 7).
Ou seja, [ € ([x1,x2][xs, x4])1 € portanto:

Td(UT(F)) = ([21, z2)[z3, 74]) .

2.4 Variedade de algebras

Na secao anterior, estudamos o T-ideal de uma F-édlgebra A, o qual consiste do
conjunto de todos os polinomios de F'(X) que sao satisfeitos por A. Contudo, podem
existir outras dlgebras que satisfazem as mesmas identidades de A. Isso motiva a
definicao de um novo conceito.

Definicao 2.25. Seja A uma F-dlgebra. Denotamos por var(A) a classe das F-
dlgebras que satisfazem todas as identidades de A, ou seja:

var(A) = {B|Id(A) C Id(B)}.
Dizer que uma variedade V sobre F' satisfaz um polinomio f significa dizer que
todas as F-algebras de V satisfazem o polinémio f.

Quando duas F-élgebras A e B sao tais que var(A) = var(B) entdo temos que
A e B satisfazem exatamente as mesmas identidades. Deste modo definimos:
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Definicao 2.26. Duas Pl-dlgebras A e B sdo dlgebras Pl-equivalentes se 1d(A) =
Id(B). Escrevemos A =p; B.

Consideraremos um conjunto nao vazio S C F(X) e nos preocuparemos em
obter informagoes sobre o conjunto de algebras que satisfazem o conjunto S, ou
seja, satisfazem todos os polinomios de S.

Definigao 2.27. Sejam S C F(X) um conjunto ndo vazio de polindmios e (S)r o
T-ideal gerado por este conjunto. Denotamos por V = V(S) o conjunto de todas as
dlgebras que satisfazem o conjunto S. Além disso, dizemos que 1d(V) = (S)r € o
T-ideal da variedade V. Quando existe uma F-dlgebra A tal que 1d(A) = Id(V),
denotaremos V = var(A) e diremos que V € a variedade gerada por A. Dizemos que
uma variedade V € trivial se esta € gerada pela F-dlgebra {0}. Uma variedade V é
total se esta € gerada por F(X).

Proposicao 2.28. Se V = V(S) ¢ uma variedade de dlgebras entdo existe uma
F-dlgebra A tal que V = var(A).

Demonstragao: De fato, considere o T-ideal I = (S)y. Como foi visto na Proposi¢ao

2.16, a F-algebra A = % ¢ tal que: Id(A) = I. Dessa forma, Id(A) = (S)r =

Id(V) e portanto var(A) = V. O

Exemplo 2.29. A classe de todas as dlgebras comutativas € V = V(S) onde S =

{lz1, z2]}-
Exemplo 2.30. A classe de todas as algebras nil de expoente limitado por m é V(S)
onde S = {z™}.
Finalizamos esta secao introduzindo uma classe de Pl-dlgebras importantes na
Pl-teoria.
Definicao 2.31. Uma dlgebra A é dita verbalmente prima se, para quaisquer T-
ideais Iy, Iy € F(X), o fato I, 1y C Id(A) implica que I; C Id(A) ou Iy C Id(A).
As variedades T-primas tém um papel essencial no estudo de PI-dlgebras.

Definicao 2.32. Dizemos que uma variedade nao trivial de dlgebras V = var(A) é
T-prima, se A € verbalmente prima.

Em [Kemer] é demonstrado o seguinte resultado que classifica as variedades T-
primas.

Teorema 2.33 (Kemer, 1985). Uma variedade nao trivial V é T-prima se, e so-
mente se, ¥V = var(M,(F)), ouV = var(M,(G)), ouV = var(M;,(G)) onde My ,(G)

€ a dlgebra das matrizes da forma:

{( g g ) . com P e Mp(G"), S e M(G?), Qe M(GV), Re Mlxk(gﬂ))}.
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2.5 Sequéncia de codimensoes

Nesta se¢ao, determinaremos o T-ideal da algebra de Grassmann e encontraremos
a sequéncia de codimensodes desta algebra e de UTy(F'). Por ultimo, provaremos o
Teorema das Codimensoes de Regev que fornece uma cota superior para a n-ésima
codimensao de uma Pl-algebra.

Quando estamos trabalhando com corpos de caracteristica zero, sabemos que
todo T-ideal é finitamente gerado por polinomios multilineares, ou seja, por ele-
mentos dos espagos P,, onde n > 1. Desta maneira, Id(A) é gerado pelo seguinte
subespaco vetorial de F'(X):

(PNIdA) @ (BNIdA)&...e (P, NIdA)a&....

Se quisermos obter informagoes a respeito da dimensao de (P, NId(A)) seja qual
for ¢ > 1, analisaremos o comportamento de:

b,
> 1.

B pr a2

Se conhecermos a dimensao de P,(A), determinamos a dimensao de P, N Id(A)
a qual é igual a n! —dimpP,(A). A dimensao de P,(A) recebe uma notacao especial
de ¢,(A) e é denominada a n-ésima codimensao de A:

cn(A) =dimpP,(A),n > 1.

Conhecer a sequéncia {¢,(A)},>1 de uma F-dlgebra A é bastante importante,
pois fornece uma idéia do crescimento do T-ideal Id(A). Isto tem impactos com-
putacionais em determinados casos.

Definigao 2.34. Sejam V = wvar(A) a variedade de dlgebras gerada por uma F-
algebra A. Definimos para todo n > 1:

cn(V) = cn(A).

O préximo resultado permite verificar se uma F-dlgebra é ou nao uma PI-algebra.
Proposicao 2.35. A é uma Pl-dlgebra se, e somente, se c,(A) < n! para algum
n>1.

Notemos que se V é uma variedade trivial entao

c,(V)=0,Vn>1

Vamos dar informacoes sobre a sequéncia de codimensoes para dois casos impor-
tantes. O primeiro caso é para uma F-algebra nilpotente.
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Exemplo 2.36. Considere A uma F-dlgebra nilpotente de expoente m. Se consi-

derarmos f(xy,...,x,) € P, onde n > m, temos que

f(al,...,an) =0
sejam quais forem aq,...,a, € A. Dessa forma, c¢,(A) = dimpP,(A) = 0 quando
n>m.

Calcularemos a sequéncia de codimensoes de uma F-algebra comutativa .

Exemplo 2.37. Se A € uma F-dlgebra comutativa unitdria sabemos que
1d(A) = ([a1, 2a))r.

Qualquer polindmio de P, pode ser escrito, mdédulo P, N Id(A), como combinagdo
linear de elementos da forma:

Ty Ty
Logo dimP,(A) =1,V n>1.
Sabemos que, se I e J sao dois T-ideais de F(X), existem F-dlgebras A e B tais

que I = Id(A) e J = Id(B). O resultado a seguir é importante para comparar a
sequéncia de codimensoes de A e B em duas situagoes especificas.

Proposicao 2.38. o Se I C J entdo c,(B) < c,(A4), Vn > 1.

o Sel CJecy(A)=cy(B) para todon > 1 entao I = J.
Demonstracgao:

e Se I C J temos que Id(A) C Id(B) e portanto P, N Id(A) C P, N Id(B).
Dessa forma, dimp(P, N Id(A)) < dimgp(P, N Id(B)). Assim, temos que
cn(B) < ¢, (A).

e Sabemos que se I C J entdao P, N Id(A) C P, N 1d(B). Como por hipé6tese
cn(A) = ¢,(B) para todo n > 1, temos

dimp(P, N 1d(A)) = dimp(P, N Id(B)) ¥n > 1.

Logo P, N 1d(A) = P, N Id(B) para todo n natural positivo.
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Como todo T-ideal é gerado por polindomios multilineares(sobre um corpo de
caracteristica zero), concluimos: Id(A) = Id(B).

O

Na Proposicao 2.21, provamos que se A é uma algebra sobre um corpo F' de
caracteristica zero entdo [d(A) = Id(A ® C') para qualquer F-algebra comutativa
unitdria C. Em particular, se K é uma extensao de F', temos que [d(A) = [d(A®QK)
ja que K é uma F-algebra comutativa unitaria. Contudo, nesta tultima igualdade,
consideramos apenas as identidades de A ® K como F-algebra e assim:

A =cf (A2 K), n> 1.

n

Nesta igualdade, o indice superior significa que as duas sequéncias de codimensoes
sao calculadas sobre o corpo F.

Na Proposicao 1.32, provamos que toda base de A como F-dlgebra é uma base
para A ® K como K-édlgebra. Isto permitiu estender os escalares de A de maneira
que A pudesse ser considerada como uma K-algebra.

Uma pergunta natural a se fazer neste momento é: como se relaciona a sequéncia
de codimensoes de A como F-algebra e a sequéncia de codimensoes de A, considerada
como K-algebra. Quer dizer, qual a relacao entre ¢t (A) e ¢ (A ® K), onde:

PK
n > 1
PENIdg(A® K) "=

K (A® K) = dimg

Na notagao acima, PX denota o conjunto dos polinémios multilineares de grau n
com coeficientes em K e [dg(A ® K) as identidades de A ® K com coeficientes em

K.

Proposigao 2.39. Sejam A uma PI-dlgebra sobre um corpo F de caracteristica zero
e K uma extensao de F. Consideremos a K-dlgebra A ® K. Entao:

KA K)=cE(A), Vn>1.

Demonstragao: Seja n € N — {0} e suponhamos que ¢’ (A) = m. Consideremos
uma base fi,..., frn de PE(mod P N Idp(A)), onde P! denota o conjunto dos
polinémios multilineares de grau n com coeficientes em F' e Idp(A) as identidades de
A com coeficientes em F. Para provarmos que ¢ (A4 ® K) < m, basta mostrar que

dimp(PFN1dp(A)) < dimg(PX NITdg(A® K)) ja que dimp Pl = dimg PX = nl.

Notemos que os polinomios de P N Idp(A) sdo da forma:

h=3j=> Bifs
=1

onde j € PF'| os escalares 3, ..., 3, € F e obedecem a seguinte propriedade:
5= Bifi ondef= st
PFNIdp(A)

k=1
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Como foi visto na Proposi¢gao 2.12, um polinémio nao nulo em F(X) é uma
identidade de A se, e s6 se, este se anula em uma base de A. Na Proposicao 1.32
provamos que toda base de A sobre F' é uma base de A ® K sobre K. Como
h € PK_ aplicando estas duas proposicoes, temos que h € PX N Idg(A® K) e

consequentemente
KARK)<m

Para finalizarmos a demonstracao, temos que verificar que c& (A ® K) > m. Para

isso, provaremos que fi, ..., f, sao linearmente independente

(mod PX N Idx(A® K)). Consideremos f = (vifi + ... + Ymfm) € ldx(A @ K)
com vy, ...,7m € K. Seja C' uma base de K sobre F'. Escrevamos cada um dos 7;
na base C":

= Zéi,jtj; 1€ {1 ...,m},tl,t2,... eC.

J
Sejam ay,...,a, € Aea;®1,...,a,®1 € AR K. Assim:
f(a1®1,...,an®1):nyifi(cu@ an® ZZ&Z]JC@ ai,...,a )) t].

i=1 j
Como f € Idg(A ® K), temos que:

Z<Z(5i’j‘fi<bl’ ‘e ,bn)) ® tj - O V bl, oo ,bn € A
jooi=1

Notemos que para qualquer sequenma (by,...,b,) de elementos no conjunto A, os

vetores (Z 8iifi(br, ..., by)) ® 4, (Z 8;;fi(b1,...,by)) ®1a, ..., sdo linearmente in-
i=1

dependentes. Dai segue que Z&Jf, € Id(A) V5 € {1,2,...}. Como fi1,...,[m

forma uma base para PF(mod PF N Idgp(A)) temos que:
bi;=0ie{l,...,m},je{l,2,...}.

Logo B1 = ... = B, = 0 e assim:

cF(A) = (A K).

n

2.5.1 Codimensoes de duas F'-algebras importantes

A seguir iremos calcular a sequéncia de codimensoes de UT,(F'). Logo depois,
descreveremos o T-ideal da dlgebra de Grassmann e calcularemos a sequéncia de
codimensoes desta dlgebra.
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Teorema 2.40. Seja UTy(F') a dlgebra das matrizes triangulares superiores 2 X 2.
Entio c,(UTy(F)) = 2" (n — 2) + 2 para todo n > 1.

Demonstracao: Se f é um polinomio multilinear de grau n, o Exemplo 2.24 nos
permite escrevé-lomédulo I = ([x1, z2][x3, x4]), como uma combinacdo linear de
elementos da forma:

Liy "'xir[xkvxjw'" ,l’js], (2'7)

onde iy < -+ <, k>, 1 <Jp<---<jser+s=mn-—1 Além disso, com
aquele exemplo, temos que os elementos do tipo (2.7) formam uma base para

P,
P, N I1d(UTy)

Contemos o numero de elementos que sao do tipo (2.7).Consideremos primeiro, o
caso em que hé j termos dentro dos comutadores, onde 2 < j < n. O numero total

' (o

Quando 7 = 0, temos apenas um caso.

Assim, temos:

()02 = i

S TN o R O MO [

Jj=

(1 e () - (-

n2" ' —1)+2+n-2"=2"1n-2)+2.

<

Isto conclui a demonstracao. 0
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Teorema 2.41. Para todo n > 1, temos que ¢,(G) = 2"~'. Além disso, 1d(G) =
([21, 29, w3]) 7.

Demonstragao: Relembremos que f(x1,29,73) = [21,79,23] € 1d(G). Dessa
forma, L := (f)r C Id(G) e portanto ¢,(G) < dimp(L,) onde:

— P
L, = -
P.NL

Se g é um polindmio multilinear de grau n, sabemos pela Observacao 2.22 que este
pode ser escrito, médulo L, como combinacao linear de elementos da forma:

Liy * - T, [xjd ) sz] T [ijm—l7'I'j27n]7 (28)
onde i < ... <1, r+ 2m = n. Sem perda de generalidade, podemos assumir:

jl < jg, ... € jgmfl < jgm. (29)

Temos para quaisquer a, b, c,d € F(X):

[a,b, [c,d]] = [a,b][c,d] — [c,d][a,b]. (2.10)

Além disso, um calculo com comutadores nos mostra que:

la, c][b, d] = —[a, b][c,d] + [ab, ¢, d] + |ac, b, d] — [a, b, d]c — [a, c, d]b. (2.11)
Com auxilio das igualdades (2.10) e (2.11), a relacao (2.9) fica como:

jl < jg < - K jgm. (212)

Por outro lado, um calculo combinatério nos mostra que:

cn(G) < dimp(L,) =271

Os elementos de (2.8) com a propriedade (2.12) formam um conjunto gerador

para . Provaremos que este conjunto é linearmente independente. Feito

P, N1d(G)
isso, concluiremos que ¢,(G) = 2" ! e que 1d(G) = ([x1, T2, 23]) 7.

Consideremos um polinomio multilinear h(zy,...,Z,12,) que é uma identidade
de G.
h = Z ArITiy - T [Ty, T ] o [Tty T (2.13)

11<..<lp J1<...<Jom

onde I = {iy, -+ ,i,}, J={j1, -+ ,jam} € arj € F.



CAPITULO 2. PI-ALGEBRAS 37

Provaremos que todos os coeficientes a ; sao nulos. Suponhamos por absurdo
que esta afirmacao nao seja verdadeira. Entao existe um coeficiente ap 5 nao nulo,
! /
onde I" = {p1,...,ps}, J ={k1,. .. kn_s} e {p1,.. . ,ps, k1, .., kn_s} ={1,...,n}.
Além disso J' é escolhido de forma ser o menor possivel.

Fagamos z,, = ... = x,, = l e xy, = ¢ onde 1 <1 < n—s em (2.13).
Feito isso, concluimos que 2" %.ap ye;...e,—s = 0 e portanto ap y = 0. Isto é
uma contradicao. Logo esta comprovada a independéncia linear afirmada durante a
demonstracao. 0

2.5.2 Uma cota superior para as codimensoes

Conhecer a sequéncia de codimensoes de uma Pl-dlgebra é importante, mas
muitas vezes obté-la é uma tarefa bastante dificil. Para contornar este problema e
ter mais informacoes sobre essa sequéncia, usamos outro recurso: obtemos uma cota
superior para a sua n-ésima codimensao, onde n > 1. Esta tarefa é mais simples.
Um dos principais resultados a respeito deste assunto é o Teorema das Codimensoes
de Regev que sera provado nesta subsecao. Lembremos que estamos trabalhando
em corpos de caracteristica zero.

Para F-algebras de dimensao finita, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.42. Seja A uma Pl-dlgebra de dimensdo d < oco. Entdo c,(A) < d"
para todo n > 1.

Demonstracao: Seja f uma identidade da F-algebra A. Podemos supor sem perda
de generalidade que f é multilinear de grau n:

f(xla T 7xn) = Z UgTy(1) """ Ta(n)-

oESy

Seja 8 = {ay, -+ ,aq} uma base de A e v o conjunto das n-uplas cujas as entradas
sao elementos de 3. Sabemos que v tem d" elementos. Como f é uma identidade
polinomial de grau n de A, sabemos que f se anula em todos os elementos de 7.
Este fato pode ser descrito a partir de um sistema homogéneo com n! variaveis,
correspondentes aos termos «, que aparecem no somatorio de f, e d" equacoes
lineares, cada uma correspondente a um elemento de ~.

(> asay...a; =0

UESn

> asaias...a, =0
O'ESTL

> agaq...ag =10

\ O'eSn
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Notemos que a dimensao do espacgo solucao do sistema acima é maior ou igual a
n! —d". Mas a dimensao do espago solucao do sistema acima é igual a dimensao de
P,NId(A). Como c,(A) = dimp(P,) —dimp(P,N1d(A)), segue que c,(A) < d". o

Para provarmos o Teorema das Codimensoes de Regev, estabeleceremos uma
ordem parcial conveniente sobre n = {1,...,n}. Relembremos que um conjunto P
munido de uma relac¢ao (<), o qual denotamos por (P, <), é parcialmente ordenado
se, para quaisquer ai, as,az € P, valem as seguinte propriedades:

e a; < a; (Reflexividade);

® a; < ay e ay < az implica que a; < a3 (Transitividade);

® a; < ay e ay < ap implica que a; = as (Anti-simetria).

Os elementos by, ..., br em P formam uma cadeia de comprimento k se by < ... < by.
Caso nao tenhamos b; < b; para quaisquer elementos i # j, dizemos que os elementos
bi,..., b, formam uma anticadeia de comprimento k de P.

Definicao 2.43. Sejam x e y dois elementos de n e o € S,,. Dizemos que x <y
com relacao a permutacao o se :

e =1y ou

o x <y implicar que o(x) < o(y).

Com a definicao acima, o conjunto m é ordenado parcialmente com relagao
a o e uma anticadeia de comprimento k em n(com relagdo a o) é um conjunto
{i1,...,ix} Cnondei; <...<i,com o(iy) > ...> o(ix). Isto motiva a proxima
definicao.

Definicao 2.44. Seja o0 € S, e 2 < d < n. Dizemos que o é d-ruim, se existem
1<ip <...<ig<ntais que o(iy) > ... > o(ig). No caso em que o nao € d-ruim,
dizemos que esta € d-boa. Em outras palavras, o € d-boa se, para qualquer sequéncia
1 <4 <...<ig<n, existem i), < i; tais que o(iy) < o(i;). Denotamos por d(o)
o comprimento da maior anticadeia com relacao a permutacdo o.

Desta forma, se uma permutacao o € S,, é d-boa entao o comprimento maximo
possivel de uma anticadeia em 7, com relacao & ordenacao da definicao anterior, é
d—1.

Para fixar as idéias, consideremos o seguinte exemplo.
Exemplo 2.45. Seja n = 6 e considere a sequinte permutacao de Sg:

(12 5 6
™ \5 3 1 6)

3 4
2 4
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Notemos que d(m) =4, pois 1 <2 <3 <5 en(l) > n(2) >n(3) > n(5) e nio hd
nenhuma anticadeia de comprimento 5. Logo, m é 5-boa e 6-boa.

Atualmente, varios problemas de andlise combinatoria estao em aberto. No
século passado, esta drea teve um avanco razoavel. Apods a Segunda Guerra Mundial,
o matematico Dilworth publicou um trabalho bastante importante que descreve o
nimero maximo de cadeias disjuntas que um conjunto parcialmente ordenado se
decompoe.

Teorema 2.46 (Teorema de Dilworth). Seja (P, <) um conjunto parcialmente or-
denado. Se o comprimento da maior anticadeia de P € igual a d entao P pode ser
decomposto na uniao de no mdximo d cadeias disjuntas.

Demonstragao: Veja [Dil]. 0

Coroléario 2.47. Seja < a relagdo de ordem parcial do conjunto n com rela¢ao a
uma permutacdo d-boa o. Entdao n pode ser decomposto como a unido de no mdzimo
(d—1) cadeias disjuntas.

Demonstracao: A demonstragao desse corolario é uma mera reformulacao do Teo-
rema de Dilworth. Desde que o é uma permutacao d-boa, o comprimento méaximo
de uma anticadeia em 12 é d — 1. Assim 7 se decompoe em d — 1 cadeias no maximo.

a

O préximo resultado permite contar o nimero de permutagoes d-boas de .S,.

Lema 2.48. O nidmero de permutacoes d-boas de S,, nao excede (d —1)*".

Demonstragao: Notemos inicialmente que o numero de decomposicoes de n =
I, U...U I em subconjuntos disjuntos em que k < (d — 1) é limitado por (d — 1)™.
Para verificar isto, note que cada elemento de n pode estar em apenas um dos k
conjuntos: Iq,...,I;. Assim, o nimero de escolhas possiveis para cada elemento é
k e entao o numero total de possibilidades de fazer tal decomposicao é menor ou
igual a £". Como k < (d — 1), segue que o nimero de maneiras de decompor n nao
excede (d —1)™.

Fixemos uma decomposicao de n em subconjuntos disjuntos:
n=JU...UJiemquel < (d—1). (2.14)

Faremos uma estimativa do niimero de permutacoes o € .S,, que preservam a ordem
dos elementos de cada um dos subconjuntos Ji, ..., J; de (2.14). Como 1g, preserva a
ordem dos elementos de cada um dos subconjuntos de (2.14), temos que o conjunto
M das permutagoes que preservam a ordem de (2.14) é nao vazio. Seja o uma
permutagao de M e considere Ly = o(Js) = {o(v) | v € J}, onde temos que
1 < s <. Claramente n = Ly U... U L;. Sabemos que o(1) € {xy,...,2;} onde
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x; = min{ala € L;}. Se denotarmos por L} = L; \ {¢(1)} para todo t € {1,...,(}
entao o(2) € {yi,...,y} onde y; = min{ala € L;}. Caso algum L; for vazio,
o desconsideramos nesta segunda etapa. Repitamos esse processo até o elemento
o(n). Vemos assim que o nimero méximo de permutagoes que preservam (2.14) nao
excede [". Como [ < (d — 1), temos que esse nimero ¢ limitado por (d —1)".

Pelo Teorema de Dilworth, sabemos que se o é uma permutacao d-boa, o niimero
maximo de cadeias disjuntas de n nao excede d — 1.Combinando este resultado com
os calculos feitos nos dois paragrafos anteriores, temos que o nimero de permutagoes

d-boas nao excede (d — 1)*". O

O conceito de permutacao d-boa pode ser aplicado para encontrar um cota supe-
rior para a sequéncia de codimensoes de uma Pl-algebra. Dizemos que um monémio

Togy - Lo,y € Pn € d-bom (d-ruim) se a permutagao o € Sy, ¢ d-boa(resp. d-ruim).

Antes de provarmos o Teorema de Regev, precisaremos introduzir o conceito
de boa ordem. Iremos definir a ordem monomial lexicografica a esquerda para os
monomios de P,,.

Definigao 2.49. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que P
€ totalmente ordenado se para quaisquer a,b € P wvale:

a=<boub<a.

Se P ¢ totalmente ordenado, dizemos que P € bem ordenado se, para qualquer sub-
conjunto nao vazio  de P, vale a sequinte propriedade:

Jee @Q;c<dVdeq.

Definicao 2.50. Sejam N™ o conjunto das m-iuplas com coeficientes em N e Z™ o
conjunto das m-iuplas com coeficientes em Z. Uma ordem monomial em P, € uma
relacao < em N™ satisfazendo as sequintes propriedades:

e < ¢é uma boa ordem em N ;

e Sea<pevyeN"entaoa+v<pB+.

A seguir definiremos a ordem lexicografica a esquerda.

Definicao 2.51. Sejam o = (aq,...,an) e B = (B1,...,0m) elementos de N™.
Dizemos que « =ler-esq 0 sea— [ €Z™ e a entrada nao nula mais a esquerda €
negativa. Isto induz um ordem monomial em P,, onde para quaisquer dois monomios
My=x; ... 25, e My =1, ...2;, definimos:

Ml < M2 < (ih s 7Zm) —<l€$-65q (jh cee ujm)

Teorema 2.52 (Teorema das Codimensoes de Regev,1972). Sejam A uma PI-
dlgebra sobre um corpo F. Se A satisfaz uma identidade de grau d > 1 entdo

en(A) < (d — 1),
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Demonstracao: Como F' é um corpo de caracteristica zero, podemos admitir que
A satisfaz um polinomio multilinear f de grau d:

flay,... xq) =21 .. 2q — Z AgTo(1) - - - To(d)-
geSy , a’;ﬁ[dsd
Ou seja:
TiooTa— Y Qo). Te@ =0 (mod P, N Id(A)). (2.15)

€Sy , o’;ﬁldsd

Para provarmos o teorema de Regev, basta verificar que o espaco P,, médulo P, N
Id(A), é gerado pelos monomios d-bons. Suponhamos por absurdo que isso seja
falso, ou seja, suponhamos que o conjunto 3 formado por todos os monomios de
P, que nao podem ser escritos, mod P, N Id(A), como uma combinagao linear de
monomios d-bons seja nao vazio. Introduzindo a ordem lexicografica a esquerda
em (3, sabemos que existe um monoémio g(z1,...,T,) = ;, ...T;, que é o elemento
minimal desse conjunto.

Consideremos a seguinte permutacao de S,,:

(1 2 ...n
P=\i, iy ... i)

Como z;, ...x;, € (3, segue que p é d-ruim. Dessa forma, existem 1 < 73 < ... <
Ja < m tais que p(j1) > ... > p(ja). Consideremos os seguintes elementos:

ag = Tjy - - .:Ep(jl,l), a); = l‘p(jl) c. $p(j271)7 e, Qg = mp(jd) e L
Observemos que ag < ag-1 < ... < a; pela ordem lexicografica a esquerda. Por
esta construcdo, temos que g(z1,...,%,) = apay ...aq € para qualquer permutagao

o € Sy diferente da identidade de Sy, vale:
apls(1) - - - Ao(d) < Goay . .. aq.
Pela minimalidade de g, segue que qualquer monomio agdy(1) - . - dg(dy, moédulo P, N

Id(A), pode ser escrito como uma combinagao linear de monoémios d-bons. Além
disso, pela igualdade (2.15), temos que:

apy .. .0 = Z Q0o (1) - - - Go(q) (mod P, N Id(A)).
ocESy , cr#[dsd

Com estas duas informagoes, concluimos que g, médulo P, NId(A), pode ser escrito
como uma combinac¢ao de monomios d-bons. Este absurdo prova o teorema. 0
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Capitulo 3

Superalgebras

No primeiro capitulo deste texto, apresentamos a algebra de Grassmann e lis-
tamos algumas de suas propriedades. Uma delas afirmava que existem espacos
vetoriais G0 e GO tais que:

e OGO 4 gHg - gO.

e WG L gOGM) - g,

O nosso objetivo nesse capitulo é estudar estas trés propriedades para uma F-
algebra qualquer.

3.1 Primeiros conceitos

Definigao 3.1. Dizemos que uma F'-dlgebra A é uma superdlgebra se ezxistem dois
subespacos vetoriais A© e AW tais que:

o AMAO L AM AW = AO).

o AW AWO) 1+ A0) AM) — A1),

Notemos que A©® é uma F-subéalgebra de A, entretanto A nao é uma F-algebra.
Denominamos o par (A®, AY) como uma Z,-graduacio de A. Por simplicidade,
denominamos A® como sendo a parte par e A1) como sendo a parte fmpar. Qual-
quer elemento a € A é escrito como ag+ a; onde ay € A® e a; € AM. Dizemos que
ap € a; sao as parcelas homogéneas de a.
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Muitos autores costumam se referir as F-superalgebras como F-algebras Zo-
graduadas ou F-dlgebras homogéneas. O leitor mais atento deve ter notado que;

com esta defini¢ao, toda F-algebra é uma F-superalgebra com Zs-graduacao trivial,
ou seja, (A, {0}).

Para fixar as idéias, vejamos um exemplo que sera bastante importante na clas-
sificagao das F-superalgebras simples de dimensao finita.

Exemplo 3.2. Consideremos G' um grupo de ordem 2 e ¢ o seu gerador. A dlgebra
de grupo FG € uma F-superdlgebra com a sequinte Zs-graduagao:

(F,cF).

Mais geralmente, a F-dlgebra M, (F @& cF') € uma F-superdlgebra com a sequinte
Zo-graduacao:

(M, (F),cM,(F)), onde ¢* = 1.

O préximo teorema serd fundamental para verificar se uma F-algebra ¢ uma
F-superédlgebra com Zs-graduagao nao-trivial.

Teorema 3.3. Seja A uma F-dlgebra. Entao A é uma F-superdlgebra com Zio-

graduag¢ao nao trivial se, e somente se, existir um automorfismo ¢ de A de ordem
2.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que A seja uma F-superalgebra com
Zo-graduacao nao trivial. Sejam ag € A©® e a; € AD e consideremos o seguinte
homomorfismo de F-algebras:

{gb:A—>A

ap + ay — ag — aq

Observemos que ¢ é elemento de Aut(A). Além disso, notemos que ¢*(ag + ay) =
d(ag —ay) = ag+ ay e que ¢ # Idy ja que a Zy-graduagao é nao trivial. Portanto ¢
tem ordem 2 e a primeira parte do teorema esta demonstrada.

Reciprocamente, suponhamos que A seja uma F-algebra e que exista um auto-
morfismo ¢ de A que tenha ordem 2. Podemos definir os seguintes subespacos de

A:
AY = {a € Alp(a) =a} e AV = { a € Alp(a) = —a}.

Notemos que se a € A® N AW entdo a = 0 e portanto A® N AV = {0}. Também
é facil ver que

AO A0 L ADAD = 4O ¢ 4O 4D | AW 4O = 4D

Além disso, se a € A, afirmamos que existem ag € A e a; € AY tais que a =
ao + a1. Para isso, consideremos os seguintes candidatos:
a+ ¢la a— ¢a
ba) | a—ol)

OZT 1 — 9
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Observemos que

=aqay e ¢(ay) = % = —a.

a+ ¢(a)

¢(G0) = 5

Logo, A é uma F-superalgebra com Zs-graduacio nao-trivial, pois A = A© @ AW
e AW =£ {0}, pois ¢ tem ordem 2. O

Finalizaremos esta primeira parte com uma definicao bastante importante.

Definicao 3.4. Sejam A uma F-superdlgebra e B uma F-subdlgebra de A. Dizemos
que B tem Zy-graduacdo induzida de A, ou herda a Zo-graduacdo de A, se

(BNAY BnAW)

for uma Zs-graduacao de B. Analogamente, dizemos que um ideal bilateral I de
A tem Zsy-graduacgao induzida de A, ou herda a Zs-graduacao induzida de A, se
(INAO 1AM for uma Zy-graduacio de I visto como dlgebra.

Observacao 3.5. Notemos que se A € uma F'-superdlgebra de dimensao finita entao
J(A) e qualquer subdlgebra de A herdam a Zo-graduacdo induzida dessa superdlgebra.

3.2 F-Superalgebras simples

Nesta secao, apresentaremos as F'-superalgebras simples de dimensao finita. Con-
sidere uma F-superélgebra tal que A% # 0 e o automorfismo de ordem 2 dado por
d(ag + a1) = ag — ar, onde ag € A® e a; € AV,

Definigao 3.6. Dizemos que um ideal bilateral I é ¢-invariante se ¢(I) = I e
que A € simples, como superdlgebra, se esta nao possuir ideais bilateriais proprios
p-invariantes.

Notemos que qualquer F-superalgebra que é simples como F-algebra é trivial-
mente simples como F-superalgebra. Sempre que nos referirmos a uma F-superalge-
bra simples estaremos afirmando que ela é simples como F-superélgebra.

Consideremos trés exemplos de F-superalgebras simples importantes que serao
protagonistas na classificacao das F-superalgebras simples de dimensao finita.

Exemplo 3.7. Considere a F-superdlgebra A = M, (F) com Zy-graduagdo trivial.
Sabemos que M,(F) € simples como dlgebra. Assim, M,(F) é uma superdlgebra
simples.

Exemplo 3.8. Considere a superdlgebra M,(F @& cF') do Exemplo 3.2. M, (F & cF)
¢ uma F'-algebra semi-simples, pois:

M) © (-

M, (F®cF) = ( M, (F)).



CAPITULO 3. SUPERALGEBRAS 45

Mas seus 1unicos ideais bilaterais nao triviais sao:

(

14+¢ 1—c
T MA(F) e (=

M, (F)).

E facil ver que estes dois ideais ndo sao ¢-invariantes. Assim, M, (F @ cF) é uma
F-superdlgebra simples.

Exemplo 3.9. Considere a dlgebra

MkJ(F) = {( g g ) :Pe kak(F), S e Mlxl(F)7 Q c kal(F), R e Mlxk(F)};

em que k> 1> 0 e uma Zo-graduacao é:

u={(§ )} = {(% &)}

Afirmamos que My (F) também € uma superdlgebra simples. Para isto, imita-
mos o mesmo raciocinio que verifica a simplicidade de M, (F') como F-dlgebra(Exem-
plo 1.20). Assim teremos que My (F) € uma F-superdlgebra simples.

Apresentaremos duas defini¢bes bastante importantes. Eles generalizam a definicao
de homomorfismo de F-algebras e de isomorfismo de F-algebras para F-superdlgebras.

Definicao 3.10. Sejam A e B duas F'-superdlgebras e ¢ : A — B um homomorfismo
de F-dlgebras. Dizemos que ¢ é um homomorfismo de F-superdlgebras se ¢(A) C
BO ¢ p(AM) c BW,

Definicao 3.11. Dizemos que ¢ : A — B € um isomorfismo de F-superdlgebras se
¢ ¢ um isomorfismo de F-dlgebras e p(A®) = BO) ¢ ¢(AM) = BW),

A seguir, veremos que as F-superalgebras simples dos trés exemplos anteriores
sao duas a duas nao isomorfas como F-superdlgebras.

Proposigao 3.12. As F-superdlgebras M,,(F'), M,(F & cF) e My ,(F) com as Zs-
graduacoes sugeridas, respectivamente, pelos Exemplos 3.7,3.8 e 3.9 sao duas a duas
nao isomorfas como F'-superdlgebras.

Demonstragao: Nao é dificil ver que M, (F') ndo é isomorfa como superalgebra
a Mg, (F) ea M,(F & cF) ja que nio existe um isomorfismo ¢ de F-élgebras tal
que ¢(0) = My, (F)Y ou ¢(0) = cM,(F). Além disso, M (F) nio é isomorfa a
M,(F & cF') como F-superalgebra. Se fosse, implicaria que My (F') seria isomorfa
a M,(F & cF) como espago vetorial. Ou seja, terfamos que (k +1)* = 2p?. Mas isto
é claramente impossivel j& que v/2 é um nimero irracional. 0

Com a definigao de isomorfismo de superdlgebras pode se verificar que as su-
peralgebras My (F') e My y(F') sdo isomorfas se, e sé se, k =k el =1

A seguir, apresentaremos o teorema principal dessa subsegao.



CAPITULO 3. SUPERALGEBRAS 46

Teorema 3.13 (Teorema de Classificagao). Seja A uma F-superdlgebra simples de
dimensao finita unitdaria, onde F € um corpo algebricamente fechado. FEntdo A é
isomorfa, como F-superdlgebra, a uma das sequintes F-superdlgebras: M, (F) =
(Mo(F),0), ou Myy(F) = (M{)(F), M} (F)) onde k > 1> 0, ou M,(F & cF) =
(M (F), cMy(F)).

Demonstracao: A demonstragao desse teorema pode ser vista em [Gia-Zai4].

Para finalizar, enunciaremos a versao para F-superalgebras do Teorema de We-
dderburn-Malcev. Esta versao é uma adaptacao do Teorema de Wedderburn-Malcev
(Teorema 1.29).

Teorema 3.14 (Teorema de Wedderburn-Malcev para superélgebras). Seja A uma
F-superdlgebra de dimensao finita. Entdo A pode ser decomposta como:

A=DB+J(A),

onde B é uma F-subdlgebra maximal de A e B= A1 ®...® A,,. Cada A; € uma
F-subdlgebra simples com Zsy-graduagao induzida de A; J(A) € o radical de Jacobson
de A e a sua Zs-graduacao € induzida de A.

Observacao 3.15. Se considerarmos a F-dlgebra A com a sua Zs-graduacao trivial,
o teorema acima se reduz ao primeiro Teorema de Wedderburn-Malcev(Teorema
1.29).

3.3 A envolvente de Grassmann

Nesta secao, veremos como construir novas F-superdlgebras a partir do con-
ceito da envolvente de Grassmann. O nosso objetivo é apresentar o Teorema da
Envolvente de Grassmann e relacionarmos as F-superalgebras simples de dimensao
finita dos Exemplos 3.7, 3.8 e 3.9 com os trés tipos de F-algebras que aparecem na
classificacao das variedades T-primas do Teorema 2.33.

Definicao 3.16. Dada uma F-superdlgebra A = A® &AM | definimos a envolvente
de Grassmann de A por:

G(A) = (A(O) ®G9) @ (A(l) ® g(l))'

A envolvente de Grassmann, de inicio, parece uma maneira de obter uma nova
superalgebra a partir de uma superalgebra A. Contudo, esse conceito é bastante
importante devido ao seguinte teorema:

Teorema 3.17 (Teorema da Envolvente de Grassmann). Seja V uma variedade de
algebras nao trivial e nao total sobre um corpo F de caracteristica zero. Entao existe
uma F-superdlgebra de dimensdo finita A tal que:

V =wvar(G(A)).
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Demonstragao: A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [Kemer3].

a

Observacao 3.18. No caso em que V € uma variedade trivial temos que V' é gerada
pela envolvente de Grassmann de 0, a qual € uma dlgebra de dimensao nula.

Exemplo 3.19. Calcularemos as envolventes de Grassmann das F'-dlgebras discu-
tidas nos Exemplos 3.7, 3.8 ¢ 3.9.

o G(My(F)) = (M,(F)®G0) & ({0} ® GW) = M,(G®) & {0} = M, (G©),
o G(M,(F @ cF)) = (My(F) ® G0) @ (cM,(F) @ GV) = M,(G),
o G(Mu(F)) = (M) @G0 @ (M ®GM) 22 M,(G).

Y

Observacao 3.20. Doravante, por simplicidade, substituiremos (=) por (=) nos
termos acima. Assim, teremos:

G(M,(F)) = Mn(g(o))v G(My(F @ cF)) = Mu(G) e G(My(F)) = My(G).

Como foi comentado no Teorema 2.33, Kemer classificou as variedades T-primas
como sendo as seguintes:

V =wvar(M,(F)), ouV =var(M,(G)) ou V = var(M;,(G)).
Com as informagoes do Exemplo 3.19, observamos que:
Observacao 3.21.
G(M,(F)) gera a primeira variedade T-prima.
G(M,(F @& cF)) gera a sequnda variedade T-prima.

G(My (F)) gera a dltima variedade T-prima.
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Capitulo 4

Pl-Expoente

O primeiro objetivo desse capitulo é definir o PI-expoente e fornecer uma maneira
para calculd-lo. Isto sera feito com o Teorema do PI-Expoente. Com o Teorema
do PI-Expoente de Kemer caracterizaremos as variedades de PI-Expoente menor
ou igual a 1. O Teorema Fundamental de Giambruno e Zaicev, ou simplesmente
Teorema Fundamental, ird caracterizar as variedades de Pl-expoente maior que 2.
Com o Teorema Fundamental e o Teorema do PI-Expoente de Kemer, classificaremos
as variedades de Pl-expoente 2 que é o objetivo central dessa dissertacao. Por ultimo,
faremos uma apresentacao sucinta sobre variedades minimais de PI-expoente maior
que 2.

4.1 O Teorema do PI-Expoente

Na Secao 2.5, provamos o célebre Teorema das Codimensoes de Regev que afirma
o seguinte: se uma F-algebra A satisfaz a uma identidade de grau d > 1 entao
cn(A) < (d— 1)

Dessa maneira, se A é uma Pl-dlgebra, existe uma constante a € N — {0} tal
que:

0<cp(A) <a"

Observemos que a sequéncia { {/c,(A)},>1 é limitada. Pelo Teorema de Bolzano e
Weirstrass, lim sup{ /¢, (A) }n>1 e liminf{{/¢,(A)},>1 existem e sdo nlimeros reais.
Logo para uma Pl-algebra A, é possivel definir:

Definicao 4.1.

exp(A) = limsup /¢, (A);

n—oo

exp(A) := liminf {/c,(A).

n—oo
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Caso exp(A) = exp(A), temos que {{/cn(A)}n>1 possui limite e definimos o PI-
expoente de A por:

exp(A) = lim {/c,(A).

Notemos que se A é uma F-dlgebra que nao é uma Pl-dlgebra entdo exp(A) nao

€ um numero real, jd que:

eTp(A) = eap(A) = oo.

No caso em que V = var(A) € uma variedade de dlgebras sobre F, definimos:

exp(V) := exp(A).

Destacaremos trés exemplos para fixar as idéias.

Exemplo 4.2. Se V € uma variedade trivial entdo sabemos que V = var(0). Em
particular, ¢,(V) = ¢,(0) = 0,Yn > 1. Logo exp(V) = 0.

Exemplo 4.3. Se A € uma F-dlgebra nilpotente de expoente m, entao
(en(A))nzm = 0.
Logo, nao é dificil ver que exp(A) existe € igual a zero.
Exemplo 4.4. Considere as dlgebras G e UTy(F). Como sabemos:
((UTa(F))nz1 = 2" (n=2)+2 e (ca(G))nz1 =2"7".

Notemos que exp(UTy(F)) e exp(G) existem e sao nimeros inteiros positivos ja que:

exp(UTy(F)) = lim {/21(n —2) +2=2;

n—oo

exp(G) = lim V271 =2,

n—oo

Na década de 1980, Amitsur conjecturou que o Pl-expoente de uma PI-algebra
existia e era um inteiro nao negativo. Somente no final da década passada, em 1999,
Giambruno e Zaicev([Gia-Zail] e [Gia-Zai2]) verificaram a conjectura de Amitsur no
caso em que F' é um corpo de caracteristica zero.

A seguir, apresentaremos os principais resultados obtidos por estes dois PI-
algebristas nestes artigos que permitiram verificar a conjectura de Amitsur para
esse caso particular.

Considere uma F-superalgebra A de dimensao finita. Pelo Teorema de We-
dderburn-Malcev(Teorema 3.14), sabemos que:

A=B+ J(A),
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onde B é uma subdlgebra semi-simples maximal e J(A) é o radical de Jacobson com
Zo-graduagao induzida de A. Além disso, temos:

B=B ®©By®---® B, (4.1)

onde cada B; é uma superalgebra simples com Zs-graduagao induzida de A.

Considere todos os produtos possiveis da forma:
Biy J(A)BiJ(A)... J(A)B;, {0}, (1.2

onde B;,,---, B, sao F-superdlgebras simples distintas que aparecem na decom-
posigao de B em (4.1). Seja:

a = maz dimp(B;, ® -+ ® B;,), (4.3)

a dimensao maxima entre todas as subalgebras semi-simples B;, © ---® B; que sa-
tisfazem a condigao (4.2). Veremos que existe uma estreita conexao entre exp(G(A))
e o numero a definido em (4.3), de acordo com o préximo resultado provado por
Giambruno e Zaicev em 1999.

Teorema 4.5 (Teorema do PI-Expoente). Seja A uma F-superdlgebra de dimensdao
finita, onde F' € um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero. Considere
o inteiro a > 0 definido em (4.3). Entao existem constantes Cy,Co, 11,19 € R tais
que C; >0 e

Cina" < ¢, (G(A)) < Cyn™a”.
Em particular, temos

exp(G(4)) = a
Demonstracao: A demonstragao desse teorema ¢ feita em [Gia-Zail] e [Gia-Zai2].

a

No préximo corolario, verificaremos a conjectura de Amitsur. Além disso, ve-
remos que a hipdtese de F' ser algebricamente fechado e de caracteristica zero no
teorema acima pode ser reduzida ao fato de F' ter apenas caracteristica zero.

Corolario 4.6. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao existem constantes a € NU {0} e
C1,Cy, 11,79 € R tais que C7 >0 ¢

Cin"a" < ¢, (A) < Con™a™,

Consequentemente exp(A) existe e € um inteiro nao negativo.

Demonstragao: Pela Proposicao 2.39, sabemos que cf'(A) = c£(A® F) para todo
n > 1, onde F é o fecho algébrico de F. Desta forma, podemos supor sem perda
de generalidade que F' é um corpo algebricamente fechado. Considere V = var(A).
Pelo Teorema da Envolvente de Grassmann(Teorema 3.17) e pela Observacao 3.18,
sabemos que existe uma F-superdlgebra de dimensao finita B tal que var(A) =
var(G(B)), ou seja, Id(A) = Id(G(B)) e ¢,(G(B)) = ¢,(A) para todo n > 1. Com

este resultado e o Teorema do PI-Expoente, concluimos a nossa afirmacao. 0
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Observacao 4.7. Como sabemos, toda F-dlgebra A admite uma Zo-graduacdo tri-
vial, onde A® = A ¢ AV = {0}. Logo

GA =406 a0 {0}o¢Y =A2G0.

Pela Proposi¢io 2.21 temos que Id(A) = Id(A ® G©)), pois F' é um corpo de
caracteristica zero. Como consequéncia da ultima igualdade, seque que exp(A) =
exp(G(A)) e desta forma, temos uma maneira de calcular o Pl-expoente de A.

Se A € uma F-dlgebra semi-simples unitdria de dimensdo finita entao J(A) = {0}

e nesse caso se
A:A1®A2®®An
€ a decomposicao de A em F-dlgebras simples entao:
exp(A) = mazx{dimp(A;),1 <i <n}.

Claramente se A é uma F'-dlgebra simples de dimensdo finita unitdria entdo exp(A) =

A seguir, calcularemos o Pl-expoente das dlgebras verbalmente primas do Teo-
rema 2.33.

Exemplo 4.8. e Para calcular o Pl-expoente de M, (F), basta recorrer a sua
Zo-graduacao trivial. Como A € uma F-dlgebra simples, seque da observa¢ao
anterior que exp(M,(F)) = dim(M,(F)) = n?.

e Para computar exp(M,(G)), lembremos que M, (G) = G(M,(F & cF)) onde
2 =1. Como M,(F & cF) ¢ uma F-superdlgebra simples, seque do Teorema
do PI-Ezpoente que exp(G(M,(F & cF))) = 2n?.

o Para obter exp(My(G)), recordemos que G(My (F)) = My, (G). Como M, (F)
¢ uma F-dlgebra simples, seque do Teorema do PI-Expoente que exp(My (G)) =

Além desse exemplo, o cdlculo do PI-expoente de algumas PI-dlgebras é bastante
importante para essa dissertacao.

Exemplo 4.9.

Considere a dlgebra UT,(F). Como vimos no Exemplo 1.30, a decomposicio de
Wedderburn-Malcev dessa dlgebra, onde J(UT, (F)) = UT,(F)Y, é a sequinte:

(A1 © Aoy © -+ © Apyp) + J(UTL(F)), (4.4)
onde Ay = {aFE;;|a € F}.
Um calculo simples mostra que
AnJ(UT(F) A J(UT,(F)) ... JUT,(F))Apn # 0.
Logo
exp(UT,(F)) = n.
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Em particular, notamos que exp(UT5(F)) = 3. A algebra UT3(F') serd bastante
importante na caracterizacao das variedades de Pl-expoente 2. Calculemos o PI-
expoente de outras duas algebras importantes nesta caracterizacao.

Exemplo 4.10. Considere as sequintes Pl-dlgebras:

= {(8 8} < m- {5 D)

Para calcularmos exp(Ay) e exp(As), consideraremos as F-superdlgebras By e
Bsy, onde ¢* = 1:

B o— F4+cF F+cF B, F F+cF
17100 F ©P2= V0 FicF

com as sequintes Zo-graduacoes, respectivamente:

s ={(§ ) = {5780}
s ={ (5 )} e ={(0 o)}

Notemos que G(By) = Ay e que G(By) = Ay (as igualdades nesse contexto sig-
nificam que G(B1) =2 Ay e G(By) = As). As decomposicoes de Wedderburn-Malcev
de By e de By como superdlgebras sao, respectivamente:

W o )elG )il s ™))

(. J/
-~ -~ -~

Cy Ca J(B1)
F 0 o 0 0 n 0 F+cF
0 0 0 F+cF 0 0 ’
13,1 15,2 J(E2)

onde C; e D; sdo superdlgebras simples para todo i € {1,2}.

Temos que C1J(By)Cy # {0} e que D1J(By)Dy # {0}. Logo: exp(A;) =
dimp(Cy ® Cy) = 3 e exp(As) = dimp(Dy @ Ds) = 3.

4.2 Caracterizacao das variedades de PI-expoente
menor ou igual a 1

Nessa secao demonstraremos um resultado que permite verificar se G pertence a
uma variedade de algebras. Esse resultado servird essencialmente para caracterizar
as variedades de PI-expoente menor ou igual a 1.
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4.2.1 Teorema Classico de Kemer

Teorema 4.11 (Teorema Cléssico de Kemer). Seja V uma variedade de dlgebras
sobre um corpo F' de caracteristica zero. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1)G¢V.
2)V € gerada por uma F-dlgebra A de dimensao finita e unitdria.

3) V satisfaz um polindmio standard.

A demonstracao desse teorema serd feita em duas etapas. Na primeira provare-
mos que 2) e 3) sao equivalentes e na segunda que 1) e 3) sdo equivalentes.

Primeira equivaléncia

Nesta subsecao, mostraremos a primeira parte do Teorema 4.11.

Lema 4.12. Seja A uma F-superdlgebra de dimensao finita tal que G(A) satisfaz
um polinémio standard. Entdo o ideal gerado por A ¢ nilpotente.

Demonstracao: Considere F o fecho algébrico de F. Pela Observacao 1.31, pode-
mos considerar A e G como F-élgebras, bastando para isto tomar A = A® F e
G = G ® F respectivamente. Pode-se verificar que A é uma superalgebra com a
seguinte Zy-graduacio (A® @ F, A" @ F). Imitando os argumentos da Proposicio
2.21 é facil ver que G(A) satisfaz uma identidade standard se, e somente se, G(A)
satisfaz uma identidade standard, onde

GA) =(A"2F) eGP F) e (AY o F) e GV e F)).

Além disso, pode se verificar que AM) gera um ideal nilpotente se, e s6 se, AV @ F
gera um ideal nilpotente. Com estas duas equivaléncias, podemos supor que F' é
algebricamente fechado.

Se A C J(A) ndo h4 nada para fazer. Suponhamos que A% nio esteja contido
em J(A). Assim, temos que (ﬁ)(l) # 0 e nao ¢é dificil ver que se G(A) satisfaz
um polinémio standard entdo o mesmo ocorre para G(ﬁ). Dessa forma, J(LA e A
obedecem as mesmas hipdéteses do lema e podemos supor, sem perda de generalidade,

que J(A) = {0} e AN £ 0. Pelo Teorema de Wedderburn-Malcev(Teorema 3.14),
temos que A pode ser escrita como soma direta de F-superalgebras simples cada
uma com Zso-graduagao induzida de A:

A=) A, (4.5)
1€y
em que 7y é um conjunto finito.

Sabemos pelo Teorema de Classificagao(Teorema 3.13) que cada superalgebra
simples A; é isomorfa a uma das seguintes F-superalgebras:
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M, (F), ou My, (F) ou M, (F ®cF) onde ¢*=1.

Como A®M =£ 0, alguma F-superélgebra simples A; de (4.5) é necessariamente iso-
morfa a My (F) ou M, (F @ cF'). No primeiro caso, A; contém uma subélgebra
isomorfa a:

F(Ey; + Ey) & F(E1s + Ey).
Assim, G(A) contém uma subélgebra isomorfa a:
(F(Ell + E22) & g(O)) N> (F(E12 + E21) ® g(l)). (4.6)

A F-algebra (4.6) é isomorfa a G, pois a aplicacdo abaixo é um isomorfismo de
F-élgebras:

a:§— (F(En + EQQ) ® g(o)) s> (F(Em + E5) ® g(l))
g(o) + g(l) — (B + E22) ® g(o)) @ (Eig+ Ea) ® g(l))

No segundo caso, sabemos que A; tem uma subdlgebra isomorfa a F'® cF’ e assim
G(A) contém uma subélgebra isomorfa a:

(FRG & (cFogh). (4.7)

Notemos que a F-dlgebra (4.7) é isomorfa a G, pois a aplica¢do abaixo é um isomor-
fismo de algebras:

B:6— (FRGD) @ (cFagh)
9O+ 9" = (1p®g?) @ (cogW).

Com estes dois casos, verificamos que G(A) tem sempre uma F-subélgebra iso-
morfa a G. Como G nao satisfaz nenhuma identidade standard, segue que G(A)
também nao satisfaz. Essa conclusdo mostra que é um absurdo supor que A® nao
estd contido em J(A). Assim o ideal gerado por A é nilpotente. 0

Teorema 4.13. Uma variedade de dlgebras V ¢é gerada por uma F-dlgebra A de
dimensao finita se, e somente se, V satisfaz uma identidade standard.

Demonstragao: O caso em que V = var(0) é imediato. Por isto, no prosseguimento
desta demonstracao, suporemos que V é nao-trivial.

Suponhamos que V = var(A) para alguma F-dlgebra arbitraria de dimensao
finita A. Sabemos que Stgim(a)+1 ¢ uma identidade de A, logo todas as F-dlgebras
de V satisfazem este polinomio standard e assim a primeira parte da teorema esta
provada.

Suponhamos que V satisfaca uma identidade standard. Pelo Teorema da Envol-
vente de Grassmann(Teorema 3.17), existe uma F-superalgebra de dimensao finita
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A tal que V = var(G(A)). Como A é uma F-superélgebra de dimensao finita e
G(A) satisfaz uma identidade standard, sabemos do Lema 4.12 que o ideal gerado
por A em A é nilpotente. Suponhamos que o seu expoente seja m. E facil ver
que AD @ G também gera um ideal nilpotente em G(A) de expoente m ja que
ay...am @ g1 ... gm =0, para quaisquer ¢i,...,gm € GV e ay,...,an, € AV, Seja
B = {ay, - ,a;} uma base de AY e t = max{k,m}. Considere a F-algebra C
gerada por:

A(0)®1e{ai®6j\1§i§kelgjgt}.

Notemos que C' é uma F-subdlgebra unitdria homogénea(C' = C© @ CW) de
G(A) cuja a dimensao ¢ finita. Assim, C satisfaz a todas as identidades de G(A). Se
provarmos que [d(C) = Id(G(A)), teremos que V = var(C') o que prova a segunda
parte do teorema.

Como T-ideais sobre corpos de caracteristica zero sao determinados por polinomios
multilineares, podemos trabalhar com estes. Tome um polinémio multilinear f de
grau n tal que f ¢ Id(G(A)). Assim, existem by,---,b, € AQ gy --- g, € GO,
iy, @i, . € Behy,-  h,_s € GY para os quais podemos assumir, a fim de
simplificar a notacao, que:

fhi1®g1,- - ,bs ®9s,ai, @ hy, - ,a;, @ h,_s) #0.

Observemos que é necessario que n — s < m < t, pois o ideal gerado A ® G tem
expoente m em G(A). Além disso, existe um polinémio multilinear f’ tal que:

f(b1®gla"' abs®gsaai1®h17"' y Qg ®hn—s):

f,<b1"" 7b57a7;17'.. ’ainf‘s) ®gl"'g8h1"'hn—8'

Notemos que f'(by,- - ,bs, @i, -+ ,a;,_.) € g1---h,_s sdo elementos nao nulos de A
e G respectivamente. Dessa forma, temos para by ® 1,--- ,b, @1 € C e
4, [ €1, ,Q4,_, & Cipn_s € C(l)i

f(b1®17 7bs®1aai1 ®€15"' 7a‘in—s®€in—s):

fibrse s gy, ) @ e, o€, F# 0.

Ou seja, f ¢ 1d(C'), o que prova o resultado. O

Segunda equivaléncia

A segunda equivaléncia do Teorema 4.11 é mais trabalhosa. Para prova-la, pre-
cisamos estabelecer novos conceitos como o operador de alternancia e os diagramas
de Young tao importantes para o estudo das representagoes de S,,.
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Em algebra, o estudo da agao de um grupo sobre um conjunto é bastante impor-
tante. Em particular, o grupo simétrico de grau n age a esquerda sobre o espago de
polinomios multilineares de grau n:

P, = spanp{xsa)- - xg(n)\a € Sp}.
Ou seja, se f(x1, -+ ,x,) € P, e « € S, entao

Oéf(l’l, T 73371) = f(xa(l)u T 7xa(n))~

Exemplo 4.14. Considere o polindmio f(xq,x2,23) = T1T2x3 + T3xaT1 € a per-
mutagao (12) € Ss. Entao (12) f(x1, x9, x3) = TaT1X3 + T3T1T2.

Um exemplo de uma agao menos trivial é o seguinte:

Exemplo 4.15. Temos ( Y sgn(o)o)|[x1,xs],x3] = 0. De fato, basta usar a iden-
oES3
tidade de Jacobi e ver que:

(21, Ta], 23] — [[2, 1], W3] — [[73, T2, 21] — [[71, T3], T2 + [[2, 73], 71]
+[z3, x1], 2] = 2[[71, T2, 3] + 2[[72, T3], 21| + 2[[3, 1], 22] = 0.

A seguir apresentamos a defini¢cao de polinémios alternados.

Definigao 4.16. Seja f = f(x1,. .., Tn, Y1, .-, y) € F(X) um polinémio linear em
cada uma das varidveis xi,...,T,, quer dizer, cada uma dessas varidveis aparece
uma unica vez em cada monomio de f. Dizemos que f € alternado nas varidveis
T1,..., T, Se, para quaisquer 1 <1 < 7 <mn, f torna-se nulo quando substituimos x;
por ;.

Um polinomio que merece destaque ¢ o polinomio standard de grau n. Ele é um
dos exemplos mais simples de polinomio que é alternado em todas as suas variaveis.
Neste caso, dizemos simplesmente que ele é alternado.

Definigao 4.17. Seja f(x1,- - ,xpy1, -+ ,yx) € F(X) linear nas varidveis x, - - - ,
x,. Definimos o operador de alternancia A, ... », sobre as varidveis x1,--- ,z, da
sequinte maneira:

r

Aml’...vaf(Qfl,"' y Ty Y1, 73//?) = Z Sgn(a)f(xa(1)7”' yLo(r), Y1, - ° 73/k>

UGST

Claramente ao aplicarmos o operador de alternancia ao polinomio f, teremos um
polinémio alternado nas variaveis zq,- - - , z,.

Exemplo 4.18. Considere o monomio xy - - . B facil ver que:

Apy oo @1 Ty = St (21, -+, ).
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Observagao 4.19. Se um monomio x;, ... %;, ... %;. ...%; em um polinomio multi-

st ot

linear alternado tem coeficiente o entao o monomio x;, ... x; ... T;, ...T; estd em
f e tem coeficiente igual a —c.
Proposicao 4.20. Seja f(z1,- -+ ,xm) um polindmio multilinear alternado de grau

m, entao f = aSt,, para algum o € F.

Demonstracao: Se f é o polinomio nulo, tome o = 0. Caso contrario, considere
Z;, -+ x;,, um monomio nao nulo de f. Suponhamos que o coeficiente deste monoémio
seja igual a «. Considere uma permutacao o € S,,. Como sabemos, o pode ser
escrita como um produto de transposicoes, ou seja, ¢ = Ty---Tk, em que cada
7; € uma transposicdo. Suponhamos que 7, = (rs) e consideremos o monoémio
Tr(xiy - x;, ). Pela Observacao 4.19 o monoémio 7x(z;, ---x;,,) aparece em f e o
seu coeficiente é igual a (sgn(7x))a. Aplicando o mesmo raciocinio ao monémio
Tk (24, -+ - x4, ), concluimos que o monoémio (7y_17x) (24, - - - x;,,) aparece em f e o seu
coeficiente ¢é igual a (sgn(7,—17x)). Um processo indutivo simples, mostra que o
monomio o(x;, - - x;,, ) aparece em f e o seu coeficiente é igual a (sgn(o))a, ou seja,
todos 0s MoNOMIos (1) . . . To(m) aparecem em f com coeficiente sgn(o)a,Vo € S,.
E assim, temos que:

f=aSt(x;, - ,xz;).

a

Proposigao 4.21. Seja o polinomio f(x1,--+ ,xor) = |1, 2] - - [Xor_1, Tox]. Entao:

A:pl,---,xgkf(xb U 7x2k) = QkStQk(xly e ,I’Qk).

Demonstracao: Observemos que o polinémio:

9($1, T 7$2k;) = Axl,u-,xgkf(lfh T 79021@)

¢ multilinear de grau 2k e alternado. Pela Proposicao 4.20, sabemos que existe
a € F tal que:

g(x1, -+, xop) = aStog(T1, -+, Tag).

Para determinarmos o valor de «, iremos computar o valor do coeficiente de x - - - xo
em g(z1,- -+ ,T9). Notemos que o termo xj ...xy € obtido a partir do produto de
comutadores onde o comutador da posi¢ao i é da forma [z9; 1, zo;] ou [z9;, 2;_1] com
1 < < k. Portanto, temos para cada comutador de peso 2 duas opgoes. Observemos
ainda, que o sinal que antecede cada termo xy ... zo em g(z1,. .., Tx) é sempre igual
a 1. Logo a = 2. 0

Os diagramas de Young formam uma ferramenta poderosa no estudo das re-
presentacoes de 5,,.Como sabemos,toda permutacao de .S,, pode ser escrita como o
produto de ciclos disjuntos e duas permutagoes de S,, sao conjugadas se, e somente



CAPITULO 4. PI-EXPOENTE o8

se, estas tém a mesma estrutura ciclica. Quando um corpo F' tem caracteristica
zero e é algebricamente fechado, um importante resultado garante que o niimero de
representacoes irredutiveis de um grupo finito é igual ao nimero de classes de con-

jugacao deste. Para maiores detalhes deste ltimo resultado, o leitor pode consultar
[Jam-Lie].

Definicao 4.22. Uma particao de um inteiro positivo n € uma cole¢ao de inteiros
POSILIVOS N1, ++ , A\ em que Ay > Ao > -+ > Np en = A + -+ + N\.Simbolicamente,
denotaremos esta particao como A = (Mg, -+, \¢) e escreveremos A F n quando nos
referirmos a A como uma particao de n.

Definicao 4.23. Dada uma particio A - n, definimos o diagrama de Young associ-
ado a X\, o qual denotamos por Dy,como o conjunto formado por n boxes O dispostos
da sequinte maneira: cada linha 1 do diagrama serd composto por \; bozes.

‘ )\1 stmbolos

)\2 simbolos

D)\I

)\t stmbolos

Observemos que os comprimentos das colunas de D, formam uma particao de n
a qual denominamos de particao conjugada associada a .

Definigao 4.24. Sejam A = (A1, -+, \p) uma particion e m = {1,...,m}. Defi-

nimos por X' = (N},--- ,AL) a parti¢cio conjugada associada a A onde:
XN= > 1
veEm, A\p>1

Observemos que o diagrama de Young Dy de A é obtido de D, trocando as
linhas pelas colunas. A seguir, destacaremos um exemplo para fixar os conceitos
apresentados.

Exemplo 4.25. Se A = (3,2,1,1) entao N = (4,2,1). Além disso, os diagramas de
Young associados a essas particoes sao, respectivemente:

| u
Dy : e Dy :

Definicao 4.26. Uma tabela de Young do tipo A\, a qual designaremos pelo simbolo
Ty, € dada a partir do preenchimento dos boxes do diagrama de Young Dy por
inteiros distintos entre 1 e n. Note que para cada particao de n, temos um diagrama
de Young. E, para cada diagrama, temos n! tabelas.

Veremos a seguir uma tabela de Young associada a particao A = (3%, 12).
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Exemplo 4.27.

[5[1]4

(> ]
<o

Definiremos agora subgrupos associados a uma tabela T\ do tipo
A= (A1, ).

Para isso, escreveremos T\ = D, (a;;), onde a;; ¢ um natural entre 1 e n que ocupa
o box que esta na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Considere Si(by,- - ,bx) o subgrupo de S,, de permutacoes de
B ={by, - b}

sek<nel<b <...<b, <n. Obtemos assim, a partir das linhas de T, um
subgrupo de S,, denotado por Rp, e dito grupo horizontal de T:

Ry, = S)\1<a117 T ,al,\l) X X S,\t(@ﬂ, T 7at)\t)-
Assim os elementos de Ry, serao as permutacoes-linha de 7.

Analogamente, definimos um subgrupo de S,, a partir das colunas de T, que
serd denotado por Cr, e chamado de grupo vertical de T. Seus elementos serao as
permutacoes-coluna de T):

CTA = S>\'1 (aU? e 7a)\’11) X X S)\/T(alra T >a)\/Tr)7
onde N = (N,,..., \.) é a particao conjugada associada a .
1 )

Para nos familiarizarmos com as defini¢oes de permutagoes-linha e permutagoes-
coluna, consideremos A = (2,1) F 3 e a seguinte tabela de Young associada a este
diagrama:

Exemplo 4.28.

Para este caso, temos:

RT)\ = SM(LQ) X SAQ(?’) = {1537 (12)} X 153 = {1537 (12)} < 53,
CT)\ = SX1 (2, 3) X S/\lz(l) = {153, (23)} X 153 = {153, (23)} < 83.

A seguir definiremos um importante elemento da dlgebra de grupo F'S,,. Ele serd
fundamental para a demonstracao de um lema mais adiante.
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Definicao 4.29. Dada uma tabela de Young T), definimos o idempotente essencial
associado a Ty como:

er, = Z (sgno)po.

pERTX UECTA

Como exemplo, calculemos o idempotente essencial para dois casos. O primeiro
para uma tabela da partigao A - (2,1) e o segundo para uma tabela da partigdo

A (1F).
Exemplo 4.30.

(<o oo

Para o primeiro caso, sabemos que:

RT,\ = {(12>’ 15’3}

CTA = {<23)7 153}
Logo:
er, = 153 — 153(23) + (12)153 — (12)(23) = 133 — (23) + (12) — (123)

Para o sequndo caso, notemos que a unica permutacao possivel sobre as linhas do
diagrama é dada pela identidade e, sobre as colunas, temos o grupo simétrico Sy.
Assim:

ek = Z sgn(o)o.

og€ESy,

A seguir apresentaremos duas observagoes que serao tteis para a demonstracao
do proximo lema.

Observacao 4.31. Sejam f(x1,...,x,) € F(X) um polinomio multilinear de grau
n e o uma permutacao de S,. A acao de o a esquerda de f, por defini¢ao, renomeia
as suas varidveis. Como sabemos Ay, . .. f € um polinomio multilinear alternado
de grau n e pela Proposicao 4.20 existe a € F tal que

Axl,...,xnf = OéStn(l'l, e ,Q?n>.

Por simplicidade, suponhamos que o seja igual a 1 e que o sinal que antecede o
monomio xy ...x, de Ay, .. f seja positivo. Sendo assim, para calcularmos o sinal
do monomio x;, ...x;, de Ay, . . [, temos que saber o sinal da permutagio © € S,
tal que w(xy...x,) = ... x;, . Podemos fazer isto, decompondo ™ no produto de
transposi¢oes. Escrevendo m = (my) ... (m), onde cada m; € uma transposi¢ao, temos
que o sinal que antecede x;, ... x;, € igual a (—1)F.

n

Essa idéia serd bastante til nos cdlculos feitos no Lema 4.33.
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Observacao 4.32. Note que a agao de eqry em um polinomio multilinear f =
f(z1,...,x,) nao sofre, a menos de um escalar, interferéncia da ordenacao das
varidveis, pois:

eam f(Tn(ry, - Tnr)) = Z (sgn(o))om f(xy,...,xx) =

€Sk

(sgn(m)) Z (sgn(0))0f (w1,...,21) = sgn(m)ean f(21,. .., T1),

0eSk

onde § = o.

Os proximos trés resultados sao lemas importantes para a demonstragao da se-
gunda equivaléncia. O primeiro generaliza o Exemplo 4.15. Os outros dois sao lemas
técnicos envolvendo cdlculo de comutadores e permutacoes de .S,,.

Lema 4.33. Sejam r+1+ 1=k e {i1,...,0r,J1,---, 5, t} =4{1,2,...,k}. Entdo
eam [Ty - 2o, L oxg] 2] = 0 (4.8)

em F(X).

Demonstracao: Pela Observagao 4.32, é suficiente demonstrar este teorema para

ocasoem que 1y = 1,...5, =7r, jy=r+1,....,5, =k —1et = k. Calculemos
[T1.. Tpypsy . ], g

[z1..  xpyppy ook, = 1o T — Ty L T

FTpTpg1 - X171 Lp — Tpg1 - Tp—1L1 . . TpL.
Para efeitos de simplicacao, denotaremos:

A:=x... .1y
B:=—x,. ... 2k 171 ... 2.2
C = -2y ... Tp_1;

D :=2yTpy1 ... X121 . .. Ty

Como e(yry ¢ um operador de alternancia sobre as k variaveis de (A + B + C + D),
temos pela Proposicao 4.20 que:

eamllrr .. 2, wpqr . Tpa], 2] = St
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Dessa forma, o problema se reduz a trabalhar com o polinomio standard de grau k.
Assim, temos:

6(1k)[[l'1 e o Ly Lpyq - - ..Z’kfl], %k] = 6(1k)A + 6(1k)B + 6(1k)C + 6(1k)D.
Denotemos por a4, ag, ac e ap os coeficientes de xy ... x em
earyA, eqry B, eqmC e ey D Tespectivamente. (4.9)

Temos a = ay + ag + ac + ap. O nosso objetivo é provar que a = 0. Para isto
considere p=Fk — 1 —r.

O coeficiente a4 é 1. Para computar os demais coeficientes usaremos as idéias da
Observacao 4.31. Por um abuso de linguagem, faremos transposigoes sucessivas das
varidveis, em cada dos trés dltimos casos de (4.9). Esse argumento de transposigoes
sucessivas de variaveis, o qual esta relacionado com agao a direita do grupo simétrico
no espaco dos polinomios multilineares, é diferente da definicao da acao a esquerda
do grupo simétrico no espago dos polinomios multilineares, a qual como sabemos,
renomeia as variaveis. Contudo, é facil ver, que o valor dos coeficientes apg, ac e
ap, calculados por este processo de transposicao, serao os valores certos.

Para calcular ag transpomos x;_; sucessivamente até que este fique entre x, e
xr. Repetimos o mesmo processo para xp_o. O objetivo é que ele fique entre z,. e
Zr—1. Depois de transpormos esses dois termos, transpomos todos os termos de xj_3
a Tr11, respeitando a mesma linha de raciocinio. No total, serao rp transposigoes.
Para obter o coeficiente a¢ transpomos somente x; de forma que ele fique apds o
termo x,_1. No total, serao k — 1 transposigoes. Para calcular o coeficiente ap,
dividiremos o calculo em duas etapas. Na primeira, transpomos de x;_; até o termo
x,1+1 como foi feito para calcular ag. Feito isso, transpomos xj, imitando o que foi
feito para calcular a. No total, serao rp + k — 1 transposicoes.

Dessa forma, temos:
ar=1, ap=—(=1)" ac=—(-1)"" ap = (=1)"(=1)"".

Assim:

a=1— (=17 = (=) + (=1)"(=1)""=(1-(=1)")1 - (=1)"").

Se r for par ou p for par, entdao (1 — (—1)"?) = 0. Se r e p forem ambos impares
temos que (1 — (—1)""?) =0 e o lema estd provado. 0

Lema 4.34. Sejam p, q, a e b polinomios de F(X), entao:

[[p, q], ab] = [[p, q], alb + a[[p, q], b].

Demonstracao: O célculo é direto.

[[p, q], alb + al[p, q], b] = [p, glab — alp, q]b + alp, q}b — bap, q] = [[p, q], ab].
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Observacao 4.35. Sempre que estivermos trabalhando com consequéncias de polino-
mios da forma

H 7q]7xi1 - 'a:is]7

o lema anterior nos informa que podemos considerar o monomio x;, ...x;, C€OMO
uma das varidvers T;, .

Lema 4.36. Sejam B = {iy,is,...,ix} ¢ A ={1,2,...,n} tal que B C A. Con-
sidere o subgrupo P;, ;. C S, que permuta os elementos de B e fiza os elementos
de A — B. Considere:

e= Z sgn(o)o.

O’GPil

Entao existe c € F'S,, tal que ce = e(in).

Demonstracgao: Suponhamos sem perda de generalidade que:
=1 Vie{l,... k}.

Para os nossos propésitos é suficiente provar o caso em que k = n — 1. A situacao
geral segue por recursividade. Seja c o seguinte elemento de F'S,;:

c=1-1k+1)—(2 k+1)—...—(k k+1).

Afirmamos que ¢ é o elemento desejado. Notemos que ¢ é constituido pela soma
de n permutagoes distintas de S,, e que o elemento e é formado pela soma de (n —
1)! permutagoes distintas de S,. O nosso primeiro objetivo serd provar que ce é
constituido pela soma de n! permutagoes distintas em S,,. Notemos que se (i k+1) #
(j k+1), entdo para quaisquer permutagoes o, € g, entre aquelas que formam a
soma de e, temos que:

Om# £ k+1)(j k+1)o,. (4.10)

Isto ocorre porque o lado esquerdo de (4.10) fixa k+ 1, enquanto o lado direito envia
k41 em j.Caso tivéssemos (i k+1) = (j k+1) em (4.10), acarretaria que o, = 0.
Assim, existem (n! — (n —1)!) termos distintos em ce que movem k+ 1. Além disso,
nao é dificil notar que existem (n — 1)! termos distintos em ce que nao movem k + 1.
Como o sinal que antecede cada permutagao [ na soma de e é justamente sgn([3),
vamos ter que cada elemento de ce serd formado pela soma das permutacoes de S,,,
cada uma delas antecedidas pelo seu sinal. Assim, temos que:

ce = Z sgn(o)o.

O'ESn

Agora estamos em condi¢ao de provar a segunda equivaléncia.
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Teorema 4.37. Uma variedade V satisfaz uma identidade standard se, e somente

se, G& V.

Demonstracao: Suponhamos que V satisfaca a uma identidade standard. Sabemos
que G é gerada como algebra por 1,eq,...,e,,... sujeitos a condicao e;e; = —eje;.
Assim, desde que St,,(e1,...,en) = mley ... ey, segue que G nao satisfaz uma iden-
tidade standard e portanto G ¢ V.

Suponha que G ¢ V. Deste modo, Id(G) nao contém Id(V). Logo, podemos
supor que existe um polinémio multilinear f(z1,...,x,) que pertence a Id(V), mas
que nao pertence a Id(G). Por outro lado, sabemos pelo Teorema 2.41 que qualquer
elemento de Id(G) é consequéncia de polinomios do tipo:

ullp, q],r]v. (4.11)

Pelo Lema 4.34, podemos identificar qualquer elemento de Id(G) como uma com-
binagao linear de elementos da forma:

(7] | TR A R I [ (4.12)

Sabemos também pelo Teorema 2.41 que qualquer polindomio multilinear de grau n
é gerado médulo P, N Id(G) como combinagao linear de elementos do tipo:

Liy -+ - LTy, [‘levsz] s [l’ijfl’ijm]’ (413)
cuja a ordenacao ¢ dada por:
< .o..<ip j1<Jj2<...<Jom, 2m+k=n. (4.14)

Desde que f € P,NId(V)\ 1d(G), podemos escrever f como uma combinagao linear
de polinémios dos tipos (4.12) e (4.13), onde pelo menos um dos coeficientes dos
polinémios do tipo (4.13) é nao nulo. Podemos supor sem perda de generalidade
que este polinomio seja do tipo:

T1... .l’k[ilj'kJrl, xk+2] ce [l’nfl, l’n],

com k o nimero maximo de variaveis fora dos comutadores. Considere o seguinte
endomorfismo:
¢:xi [r,y]se 1 <i <k
{ ¢rxj—aysek+1<j5<n

Notemos que ¢(/d(G)) C Id(G). Em relagdo aos elementos do tipo (4.13) que
obedecem a condigao (4.14), com excecao daquele em que iy = 1,...,i, =k e j; =
kE+1,...,jom = n,todos sao enviados em Id(G) quando aplicamos o endomorfismo
¢. Assim, ao aplicarmos ¢ no polindémio f, obtemos uma nova identidade de Id(V):

g= [‘rh 3/1] s [‘xku yk”xk+17xk+2] s [anfl,llﬂ'n] + h?

onde h é um polindmio multilinear que é combinagao linear de elementos de Id(G).
Renomeando as varidveis de g, temos:

g = [x17$2] T [qu—la qu] + hv
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onde h € Py, N 1d(G).

Notemos que os polinomios que constituem A sao do tipo:

w = al[zy ... T, Tj ... Ty, 20

Sejam A = {iy, -+ ,ig,J1, - ,J,r} e B = {1,---,2q} tal que A C Be C
o subgrupo de S, formado por todas as permutacoes que fixam os elementos de
B — A. Considere o seguinte elemento de F'Sy:

e= Z sgn(o)o.

oeC
Pelo Lema 4.36, existe ¢ € F'Sy, tal que ce = e(j2q).
Observando as varidveis em w, segue pelo Lema 4.33 que e20yw = ce(w) = 0.

Desde que e(;2¢y ¢ um operador de alternancia nas primeiras 2¢q varidveis, entao
a Proposicao 4.21 nos informa que:

6(12q)[$1, .TQ] e [ﬁgq_l, Jfgq] = QqStgq.

Dessa forma, temos pelo Lema 4.33:

1 1
§6(12q)g = ie(pq)[lj, ZL‘Q] Ce [$2q_1, [L’Qq] = Stgq.
Ou seja, Sty, ¢ uma identidade de V e isto prova o teorema. 0

Diante do exposto, os Teoremas 4.13 e 4.37 apresentam uma prova para o Lema
4.11.

4.2.2 Teorema do PI-Expoente de Kemer

Nesta subsecao provaremos um dos teorema classicos de Kemer que classifica
as variedades de Pl-expoente menor ou igual 1. A demonstragao apresentada a
seguir recorre ao Teorema Classico de Kemer(Teorema 4.11) e ao Teorema do PI-
Expoente(Teorema 4.5).

Teorema 4.38 (Teorema do PI-Expoente de Kemer, 1979). Seja V uma variedade
de dlgebra sobre um corpo F de caracteristica zero. Temos que exp(V) < 1 se, e
somente se, UTy(F') e G ndo pertencem a V.

Demonstracao:

O caso em que V = var(0) é imediato. Nos concentremos no caso em que V é
nao trivial.
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Suponhamos que exp(V) < 1. Como sabemos do Exemplo 4.4, vale:

exp(UTy(F)) = 2;

exp(G) = 2.

Assim, claramente G e UT,(F') nao pertencem a V. A primeira parte do teorema
esta provada.

Reciprocamente, pelo Teorema 4.11, temos que V = var(A) para alguma F-
algebra de dimensao finita unitdria A, pois G ¢ V. Pela Proposicao 2.21, podemos
supor que F' é algebricamente fechado, ji que c£(A® F) = c£(A) ¥n > 1, onde F
¢é o fecho algébrico de F.

Pelo Teorema de Wedderburn-Malcev(Teorema 1.29), sabemos que A se escreve
como:

A=A O...0 Ay, + J(A).

onde cada A; é uma F-algebra simples. Pelo Teorema de Wedderburn-Artin(Teorema
1.25), temos que:

A M, (F) 1<i<m.

Se algum n; > 1, segue que A contém uma F-subdlgebra isomorfa a UTy(F'). Por
hipdtese, isto nao é possivel, logo é necessario que ny = -+ =n,, = 1. Assim:

A2 A 2A MF

Para provar que exp()V) < 1, usaremos o fato apresentado na Observagao 4.7 que
exp(G(A)) = exp(A) quando consideramos A como superalgebra de Zs-graduacao
trivial. Sendo assim, verificaremos que:

AiJ(A)Ay =0Vi ke {l,--- ,m}, com i k.

Suponhamos, por absurdo que existem A; e Ay, com i # k, tais que A;J(A)A; #
0. Por simplicidade de notagao, assuma que A;J(A)As # 0. Dessa forma, existe
Jj € J(A) tal que 14,514, # 0. Notemos que 14,,14, € 14,714, sdo linearmente
independentes ja que 14,14, = 14,14, = 0. Seja B a seguinte F-subalgebra de A:

B = spanp{la,,14,,14,714,}.

Notemos que dim(B) = dim(UT3(F')) = 3. Consideremos o seguinte homomorfismo
de F-algebras:

¢: B — UTy(F)

1A1 — Fq

La, — Es

14,914, — Eio

Observemos que ¢ é um isomorfismo. Assim, temos que A possui uma F-algebra
isomorfa a UTy(F'). Contradigao, pois UT»(F') ¢ V. O
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4.3 Caracterizacao das variedades de PlI-expoente
2

Nesta secao caracterizaremos as variedades de Pl-expoente 2 que é o objetivo
central dessa dissertacao.

Por meio do Teorema do PI-Expoente(Teorema 4.5) ja calculamos o Pl-expoente
de algumas PI-algebras como no préximo exemplo:

Exemplo 4.39. o A = <g g%)), com exp(Ay) = 3;

(0)
Ay = (goo g), com exp(As) = 3;

A = UT5(F), com exp(As) = 3;

Ay = My(F), com exp(Ays) = 4;

As = My1(G), com exp(As) = 4.

Estas cinco algebras sao bastante importantes para o nosso trabalho, pois em
2000, Giambruno e Zaicev provaram que:

Teorema 4.40 (Teorema Fundamental). Seja V uma variedade de dlgebras sobre
um corpo F' de caracteristica zero. Entao exp(V) > 2 se, e somente se, A; € V para
algum i € {1,...,5}.

Demonstracao: Notemos que se A; € V para algum ¢ € {1,...,5} entdo exp(V)
é necessariamente maior ou igual a 3. Portanto exp()) > 2 e a primeira parte do
teorema esta demonstrada.

Assumindo que ezp(V) > 2, temos que V é uma variedade de dlgebras nao
trivial. Pelo Teorema da Envolvente de Grassmann(Teorema 3.17), existe uma F-
superalgebra de dimensao finita B tal que:

V = var(G(B)).

Como B é uma F-superalgebra de dimensao finita, sabemos do Teorema de
Wedderburn-Malcev(Teorema 3.14) que B se escreve como:

B=B®...08,+J,

onde cada B; é uma F-superédlgebra simples com Zs-graduacao induzida de B e J
denota o radical de Jacobson de B com Zs-graduacao induzida dessa F-superalgebra.

Sejam F o fecho _algébrico de F e a F-algebra B = B® F. E facil ver que
GB)® F = G(B® F) = G(B). Pela Definigio 4.1 e pela Proposigdo 2.21, temos
que exp(G(B)) sobre F coincide com exp(G(B)) sobre F, isto porque ¢t (G(B)) =

n
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¢F(G(B)) para todo n > 1. Por outro lado, Id(G(B)) C 1d(G(B)) e assim G(B) €

n
var(G(B)). Com base nisto, nota-se que, para provar a segunda parte do Teorema

Fundamental, é suficiente verificar que G(B) contém uma cépia de algum A;, onde
i€ {l,...,5}. Por esta razao, podemos considerar F' como um corpo algebricamente

fechado.

Como sabemos do Teorema de Classificagao(Teorema 3.13), cada B; é isomorfa
a uma das seguintes F-superdlgebras:

M,(F), ou M,(F & cF),com ¢* =1, ou M, (F).

Notemos que se B; = M, (F') entao G(B) contém uma F-subdlgebra isomorfa a
My(F) cason > 2. Assim Ay € V. Se B; = M, (F&cF) en > 2, entao G(B) contém
uma [F-subdlgebra isomorfa a A; onde i € {1,2,4,5}. Neste caso A, Az, Ay e As
sdo elementos de V. Por dltimo, notemos que se B; = My, ;(F') entao G(B) contém
uma F-subdlgebra isomorfa a As, donde segue que A; € V.

Daqui em diante, nos preocuparemos somente com 0s casos em que

B; = FoubB;, = F®cF.

Como exp(V) > 2, utilizando o Teorema do PI-Expoente(Teorema 4.5), uma das
seguintes opgoes necessariamente ocorre:

e Caso 1: B,JB; #0em que B, 2 F ®cF e B; =2 I}
e Caso 2: B,JB;, #0em que B, = F e B, 2 F & cF;
e Caso 3: B,JB,JB, #0em que B, =B, =B, = F.

Observagao 4.41. Notemos que o caso By = B, = F @ cF' recait no primeiro ou no
sequndo caso.

Provaremos que em cada caso, existe uma F-subdlgebra de G(B) isomorfa a alguma
A;,onde i € {1,...,5}.

Caso 1:

Como B,;JB; # 0, sabemos que existem elementos a; € B;, j1 € J e ay € B,
tais que ayjiaz # 0. Nao é dificil ver que 15,5115, # 0. Afirmamos que existe
um j, € J© tal que 15,j218;, # 0. De fato, se 1Bij§0)13j # 0, nao hé nada para
fazer. Mas se 151.]{0)13]. = 0 entao 1Bij£1)13]. £ 0. Tomando j» = c¢j\" € J© temos
cjolp, = C(C‘]{l))lgj # 0. Isto completa a nossa afirmacao.

Consideremos os seguintes elementos de B com as suas respectivas parcelas ho-

mogeneas:

1p, +c
2

15,
,onde: aﬁ) = % e aﬁ) = g

a1l =
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1, — 15, —
B’Q C, onde: aé%) L N ——

Q22 =

2 27 9

agz = lp,, onde: aé%) =1p; e a%) =

181. + C . Bi . C -

a3 = 5 J21p;, onde: ag%) = 7]213]. e a%) = 5]21@-.
1& - 1Bi .

Qo3 = ]215 , onde: a( ) — 5 —J21p; € aé3) — 9 J218

Observacao 4.42. Os subindices desses cinco elementos ndo sao escolhidos por
acaso. Consideremos dois elementos a;; e ay que pertencem a {ai1, as, ass, 13, g3 }.
A soma ou o produto de a;; por ay tmita o que acontece com a soma ou produto das
matrizes Fi; e Ey.

Notemos que os cinco elementos listados acima sao linearmente independentes.
Consideremos a seguinte F-subalgebra de B:

C= SpanF{alh 22, (33, A13, CL23}'

A F-subalgebra C é uma F-superalgebra com Zs-graduacao induzida de B:

C(O) = SpanF{a’ll ) aéZ)a ag%)7 CL13 ) o )} € C - SpanF{agll ’ a§12)7 a’i(’>3)7 ag?v aé?))}

Considere v = spanp{E11, Eas, Fs3, E13, Eo3} uma subdlgebra de UT3(F) e o
seguinte isomorfismo de F-dlgebras.

(p:C—1~
ay; — Ery
agp +— Ea
asz — Fs3
a3 — K3
g3 — Ko

\

O nosso objetivo é descrever como ¢ atua nas componentes homogéneas dos
elementos acima. Para isso, precisamos calcular: ¢(1g,), ¢(15,), #(c) e ¢(15,515,).
A partir de manipulacoes simples, obtemos:

¢(1p,) = Er + Eg, ¢(c) = Eix — Ex, ¢(1p,) = Esz e ¢(15,j15,) = Ei3 + Eas.

Assim, temos que:

(¢:C—~
ag(i) = (B + Ey)/2 e agl1) = (B — Ea)/2
alD) s (Byy + Ex)/2 e al) — (Esp — Ey)/2
a:())%) — Fas e a%) — 0
al s (B3 + Es)/2 e a\) — (B3 — Ea3)/2
L a(23 — (FE13 4 Fa3)/2 e aé3 — (Ea3 — F13)/2
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Dessa maneira, v é uma F-superalgebra com Zs,-graduacao induzida de C a partir
do isomorfismo ¢.

Pela construcao do isomorfismo ¢, temos que ¢(c) = (F1; — Eaz). Substituamos
(E11 — Ea9) por ¢(c)(o propésito é identificar com mais facilidade as componentes
70 e 4 de ). Logo:

(¢:C—~
a\) = (B + Ex)/2 e al) = ¢(c)(En + Ex)/2
agg) = (Ell + E22)/2 aélg) = —¢(C)(E11 + EQQ)/Q
oY — E alt) 0
33 33 33
aly — (B3 + Ex)/2 e aly — ¢(c)(Eus + Es)/2
| aly = (Eig + E)/2 e ayy) — —¢(c)(Bas + Eiz)/2

o O o © O

Assim a Zs-graduacgao de ~ induzida é:

A0 v A 0 v
0 = 0 XN v |INvpeFjeq® = 0 -\ —v || NyueF
00 u 0 0 0

Observemos também que G(7y) ¢ uma F-subalgebra de G(B). Além disso:

a+b 0 d+e
G(y) = 0 a—b d—e ,onde a,c,d € GO e b ec G,
0 0 c

Finalmente, note que podemos construir um isomorfismo de F-algebras:

o1 : G(y) — A,

cuja a regra de formacao é:

0 a—b d—e 0 .

a-+b 0 d+e " (a—b d—e>
- .
0 0 c

Assim, existe uma F-subdlgebra de G(B) isomorfa a A; e portanto A; € V.
Caso 2:

Neste caso, temos que B,JB; # 0 em que B, = F e B, = F @ cF. Por um
argumento analogo ao caso 1, nao é dificil verificar que 1p, 731, # 0 para algum
gz € JO,

Considere os seguintes elementos de B com as suas respectivas parcelas ho-
mogeéneas:

b1 = 13,, onde: bg(i) =1g, € b§11) = 0.
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boo = 185;— C, onde: bé%) = % e 6512) = g

bos = 2~ onde: b0 = % e bl = _70
b1z = 15,73 s, + 67 onde: bgg) = 2 12 = 1g, ]32
bis = 15,3 C: ®, onde: by = 15,j £ = 1Brj3_7c’

Notemos que os cinco elementos acima sao linearmente independentes. Assim,
podemos considerar a seguinte F'-subdalgebra de B:

D = spanp = {511, ba2, bss, b1, 513}'

Temos que D é uma F-superalgebra cujas as componentes homogéneas sao:

DO = spang = {bn ) 22 ) bé%), bgg 7b } e DV = = spang = {5111)7 bSQ)? b33 ) 13 ) }

Seja p = spanp{FE11, E12, E13, Fas, E33} uma F-subédlgebra de UT3(F') e o seguinte
isomorfismo de F-dlgebras:

((¢2:D —p
bﬁ) — By b§11) — 0
0%y = 1/2(Fay + Esy by > 1/2(E + Es3)a(c

)
by = —1/2(Eas + Esg)(c)
blY — —1/2(Eys + Ep)és(c)
b% = 1/2(E13 + Er2)da(c)

® ®© ® @ @

(Es )

(0) — 1/2(E22 + E33)

b(l(i)i) — 1/2(E3 + Erg)
b s 1/2(By + F

( b1y = 1/2(E13 + Eip)

onde ¢2(C) = (EQQ — E33).

Notemos que p é uma F-algebra com Zs-graduacao induzida de D a partir de
¢o. A sua Zs-graduacao é a seguinte:

w K K 0 k —k
PO = 070 ||lwkTEFpept= 07 0 ||lnkeF
00 7 00 —7

Observemos também que G(p) é uma F-subdlgebra de G(B). Além disso:

f g+h g—nh
G(p) = 0 i+j 0 ,onde f,g,i € GO eh,jegh
0 0 1—7
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Verificaremos que G(B) contém uma F-subdlgebra isomorfa a A,. Para isto,
consideraremos o seguinte homomorfismo de F-algebras:

p2: G(p) — Az
cuja a regra é a seguinte:
+h g—~h
“é T (f 9”‘).

it .
0 0 i—j 0 i+

Nao é dificil verificar que p, é um isomorfismo. Assim A; € V e o segundo caso estéd
provado.
Caso 3:

Neste caso, temos B, JB,JB, # 0 em que B, = B, = B, = F. Assim, existem
c1 € By, J3,Jas € J, co € B, e c3 € B, tais que c¢1jacoj3c3 # 0. Nao é dificil ver que
1p,72¢2931p, # 0. Além disso, existe j5 € J tal que 1p,7215,7515, 7# 0. Para isto,
basta observar que: 1p,72¢2731p, = 18,7218,c2J318, € fazer js = caJs.

Notemos que o fato 1p,7215,7515, 7# 0 implica necessariamente que um dos
seguinte subcasos ocorre:

e Subcaso 1: 1Buj§0)16vjé0)16w # 0;

e Subcaso 2: 1Buj§0)1gujél)13w #0;
e Subcaso 3: 13uj§1)13vjé0)13w # 0;

e Subcaso 4: 13uj§1)13vj§1)13w # 0.

Para facilitar a linguagem, em cada subcaso, substituiremos jéo) ou jél) por j.. Além

disso, substituiremos jéo) ou jél) por Js.

Consideremos os seguintes elementos:

cii = 1p,, ¢ = 1p,, ¢33 = 1p,, ci2 = 1p,Jrlp,, c23 = 1p,Jslp, € c13 =
1611.]7'161)]3]‘8111‘

Nao é dificil verificar que estes sao linermente independentes.

Considere a seguinte F-subalgebra de B:

&= SPCWF{CM, C92, €33, C12, C13, 023}-

A F-subdlgebra £ tem estrutura de F-superalgebra com Z,-graduagao induzida
de B. As suas componentes homogéneas sao:
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0) (0) (0) (0) (0) (0 n 1) (1) (1) (1) @
0 = Spcmp{cgl), ng), ng), ng)a ng), ng)} e W = SPGnF{Cgl)v C§2)7 Cé3)7 C§2)’ ng), ng)} .

Para identificar os subconjuntos £ e £1) ¢ essencial conhecer os elementos 7,
e js. Saber se j, = jéo) ou j, = jél) muda completamente a avaliagao que faremos
para os conjuntos £© e EM. De qualquer forma, em todos os subscasos, teremos
que:

cg(i) =1p, € cﬁ) = 0.

cég) =1p, € célz) =0.

c:(),%) =1p, € c%) =0.

A linha de demonstracao serda muito parecida nos quatro subcasos apontados.Para
evitar que a exposicao fique enfadonha, pouparemos informagoes repetitivas depois
do primeiro subcaso. Faremos apenas um pequeno resumo do subcaso 2 em diante.

Subcaso 1:

Falta apenas avaliar os termos c1s, ¢13 € co3. As partes homogéneas destes termos
sao respectivamente:

Ay = 1p,jrls, e iy =0;

&% = 15,501,415, € ¢ty = 0;

cé%) = 13,7s18, € c%) = 0.

Considere a F-subdlgebra o = spang{FE\1, Fa, F33, F12, E13, Ea3}. Existe um
isomorfismo de F-algebras 6 : £ — ¢ com a seguinte regra:

(0: & -0
ci1 = by
ci2 — Ly
c13 — B3
Cog — Fa
Co3 > Foy
33— I3

\

o tem uma Zs-graduacao induzida de £ a partir de 6. A sua Zy-graduagao é
trivial.

Um calculo simples mostra que a envolvente de Grassmann de o é:
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g g g
G(o) = 0o g goO
0o 0 GO

Como podemos verificar facilmente, G(o) contém uma F-subélgebra isomorfa a
UTs(F).
Subcaso 2:
Temos que:
(0)

¢y = 1p,79-18, € c%) = 0.

cﬁ%) =0e C%) = 15,7:18,7s18, -

A envolvente de Grassmann envolvida é:

g go g
G(os) = 0o g g

Subcaso 3:

Temos que:

cgg) =0e c%) = 1p,7J:15,.

A =0edl) =1g715,7s15,.

cé%) = 13,7s18, € c%) = 0.

A envolvente de Grassmann envolvida é:

g g g

Glos)=1 0 GO gO

0 0 g(O)
Subcaso 4:
Temos que:

Y =0ecd =1z 71z,

cg%) =0e c%) = 15,7518, -

A envolvente de Grassmann envolvida é:
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g g(l) g(O)
G(o4) = 0 ¢ g
0 0 g¢goO

Com os quatro subcasos avaliados, basta mostrar que os ultimos trés subcasos
contém, cada um, pelo menos uma F-subdlgebra isomorfa a algum A;.

Sejam z e y distintos geradores de G — spanp{1}. Consideremos as seguintes
F-subélgebras de G(02), G(03) e G(04), respectivamente:

Jo = spanp{ E11, Ea, Es3, Ero, v Ey3, xEas};
J3 = SpanF{Ell, Eoy, Es3, xE9, xFy3, E23};

Js = SPCLnF{Elh FEoy, B33, xF9, 1y E)3, ?/E23}-

Nao é dificil verificar que J5, J3 e Jy sao isomorfas a UT3(F"). Assim, concluimos
para cada um dos quatro subcasos do caso 3 que UT3(F) € V. Isto conclui a
demonstracao. O

Corolario 4.43 (Caracterizacao das variedades de Pl-expoente 2). Seja V uma
variedade de dlgebras sobre um corpo F. Entao exp(V) = 2 se, e somente se,
A; ¢V para todo i € {1,--- ,5} e pelo menos uma das sequintes dlgebras pertence a

V: UTy(F) ou gG.

Demonstracao: Este corolario é uma consequéncia imediata do Teorema Funda-
mental(Teorema 4.40) e do Teorema do PI-Expoente de Kemer(Teorema 4.38).

Na proxima subsegao exploraremos alguns resultados adicionais a respeito do
teorema anterior.

4.3.1 Variedades minimais de PI-expoente maior que 2

Seja ¥V uma variedade de dlgebras sobre um corpo F.

Definigao 4.44. Dizemos que V é minimal de PI-Ezxpoente maior que 2 se exp(V) >
2 e para qualquer subvariedade propria W de V wvale que exp(W) < 2.

Consideremos as cinco algebras listadas no Exemplo 4.39. Denominaremos por V;
a variedade gerada pela algebra A; onde i € {1,...,5}. Como veremos no corolério
da préxima proposicao, essas cinco variedades sao as tinicas minimais de Pl-expoente
maior que 2.

Proposicao 4.45. Sejam i, j dois nimeros distintos entre 1 e 5. Entao V; ¢ V;.
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Demonstracao: Dividiremos esta demonstracao em duas partes. A primeira con-
siste em analisar os Pl-expoentes das cinco algebras listadas no Exemplo 4.39.
Se U e V sao duas variedades tais que U C V, sabemos que Id(V) C Id(U) e
exp(U) < exp(V). Dessa maneira, concluimos que Vi, ¢ V, para todo k € {4,5} e
le{1,2,3}.

Sabemos que:

o [r1, %9, x3)[x4, x5] é uma identidade de Ay;

o [11,xs][x3, 24, x5] é uma identidade de As;

o [11,xo)[x3, 4][x5, 26] é uma identidade de As;

o Sty(xy1, 9, x3,74) é uma identidade de Ag;

o [[z1, 5], [73, 4], x5] é uma identidade de As.

A segunda parte desta proposicao consiste em comparar as variedades geradas
pelas dlgebras Ay, --- , A5. Em geral, para se provar que uma variedade var(A) ¢

var(B), temos que exibir uma identidade f de Id(B) que nao é uma identidade de
Id(A). Faremos isto sistematicamente para os demais casos que sobraram.

Considere as seguintes matrizes(a primeira sequéncia sao matrizes de Aj,a se-
gunda sequéncia sdo matrizes de As e a terceira de As):

(€4 €4 __[€5 €5 (€ €& (€2 €2 i 0 0 .
o5 ) (5 5) e (5 5) 2 (6 ) om0
_061 _062 _630 _064 _065.
Bﬁ_(o 61)’37_<0 eg)’BS_(o 0)’39_<0 64)6310_(0 65)’

1 23 111
Bll = 0 4 5 y B12 = 011 e BlS =
0 06 001

O O =
o OO
_ o

Note que: [Bs, By, Bg][By, Bio] # 0, [Bi11, B2, B13][Bi1, Bi2] # 0,
[Blla 812][Blla B127 BlS] 7£ Oe [Bla BQ][Bg, B4, B5] 7£ 0. Dessa forma, Vl nao contém
as variedade Vs, e V3. Ja V5 nao contém as variedades V; e Vs.

Outro fato a ser destacado é que nenhuma das algebras do Exemplo 4.39, com
excecao de Ay, satisfaz o polinémio Sty(xy, z9, x3,x4). De fato, Ay e Ay ndo podem
satisfazer Sty(z1,...,x4), pois G € V) e G € Vy(existe uma cépia de G isomorfi-
camente imersa em A; e outra em Ay). Agora, considere as seguintes matrizes(a
primeira sequéncia formada por matrizes de Az e a segunda por matrizes de As):

1 00 010 0 00 000
B14: 00O 7.815: 0 0O ,Bw: 0 0 1 6B17: 00O ]
0 00 000 000 0 01
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. 0 €1 . 0 €9 . 0 €3 . 0 €4
318—(61 O>7319—(62 0),320—(63 0)6321—(64 0)-

Observemos que:

St(B14, 815, Bl67 Bl?) 7£ Oe St(Blg, 8197 Bgo, le) 7£ 0. LOgO Vk ¢ V4 para todo
ke {1,2,3,5).

Note ainda que ao considerar as seguintes matrizes(a primeira sequéncia é for-
mada por matrizes de A; e a segunda por matrizes de Ay):

_ [€é 0 (€2 0 __ (€3 0 _ [ € 0 .

322—(0 O>,Bzg—(0 0)7324—<0 0)6325—<0 0),
0 0 0 0 0 0 0 0

326—(0 61>7Bz7—(0 62)7st—<0 63)6329—<0 64),

temos:
[Baa, Bas|[Baa, Bas|[Ba, Bs] # 0 e [Bag, Bar][Bas, Bao|[Bo, B1o] # 0. Assim V, ¢ Vs
emquel=1oul=2.

Por tdltimo, vamos verificar que As é a tnica algebra entre as citadas no Exemplo
4.39 que satisfaz o polinémio [[z1, xs], [x3, x4], z5]. Para isto, considere as seguintes
matrizes(a primeira sequéncia é formada por matrizes de A;, a segunda é formada
por matrizes de As, a terceira é formada por matrizes de Az e a quarta por matrizes

de A4)2
1 1 1 1
Bsy = (%1 0>7 Bg = (602 0) e B3y = (0 O);
0 1 0 1
Bss = (O 61) e B3y = (O 62);

111 110
ng,: 000 6336: 010 3
0 00 0 00

10 11 10 11 11

Observemos que:

[[Bso, Bai], [Baa, Bas|, Baz] # 0, [[Bas, Baa], [Bas, Bagl, Baa] # 0,
[[B1a, Bis), [Bia, Bae], Bss] # 0 e [[Bsr, Bss|, [Bsg, Buol, Bu] # 0. Logo Vi ¢ V5 para
todo [ em {1,2,3,4}. Isto conclui a proposicao.

O

Corolario 4.46. As variedade V; = var(4;), onde i € {1,...,5}, sdo as unicas
variedades minimais de PIl-expoente maior que 2.
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Demonstracgao: Este corolario é uma consequéncia imediata da proposicao anterior
¢ do Teorema Fundamental(Teorema 4.40). 0

Observagao 4.47 (Variedades minimais de Pl-expoente 2). Nesta subse¢do, defini-
mos o conceito de variedades minimais de Pl-expoente maior que 2 e caracterizamos
estas variedades. Para esta caracterizacao, usamos o Teorema Fundamental
(Teorema 4.40) e a Proposi¢ao 4.45.

Com as mesmas idéias dessa proposicao e o Teorema do PI-Fxpoente de Ke-
mer(Teorema 4.38) iremos caracterizar outra classe de variedades minimais conheci-
das como variedades minimais de Pl-expoente 2.

Definicao 4.48. Dizemos que uma variedade V é minimal de Pl-expoente 2 se
exp(V) = 2 e para qualquer subvariedade propria W de V vale exp(W) < 1.

Proposicao 4.49. Sejam V' = var(UT»(F)) e W' = var(G). Entio V' ¢ W' e
W' gV,

Demonstragcao: Notemos, inicialmente, que W' ¢ V', pois:

[61, 62][63; 64] = 4ejexezey.

Reciprocamente, consideremos os sequintes elementos de UTy(F'):

11 0 1 0 0
=0 0) 2= (0 1) o= 0)
Um cdlculo simples mostra que [A, B,C] # 0 e portanto V' ¢ W'. 0

Com base nesta proposicao e no Teorema do PI-Ezpoente de Kemer
(Teorema 4.38), temos o sequinte resultado:

Teorema 4.50. As unicas variedades minimais de Pl-expoente 2 sao V' e W'.
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Consideracoes Finais

Assim como consideramos o comportamento assintético da sequéncia de codi-
mensoes de uma Pl-dlgebra A a partir do seu Pl-expoente, podemos considerar
outras sequéncias associadas a A e estudar seu comportamento assintotico para de-
terminar outras propriedades.

No inicio da pagina 56, vimos que S,, age a esquerda sobre o espaco dos polinomios
multilineares de grau n:

P, = spanp{x,a) ... Tom) | 0 € Sp}.
Aquela agao era descrita da seguinte maneira: se f(z1,...,z,) € P, e « € S, entao:

a(f(zr,...,20)) = [(Ta@)s - - - Tam))-

Desta forma, P, tem uma estrutura de S,-médulo. Além disso, como [d(A) é um
T-ideal, temos que P, N Id(A) é invariante sob a acao definida acima. Assim,

P,

Fuld) = 55 1d(A)

tem uma estrutura de S,-modulo.

Sendo assim, podemos considerar o S,-caracter de P,(A), o qual é denotado por
Xn(A) e denominado de n-ésimo co-caracter de A.

Em corpos de caracteristica zero é possivel decompor x,(A) em S, —caracteres
irredutiveis xy, onde A F n(este resultado pode ser encontrado em [Cur-Rei]). Com
isto, temos

Xn(A) = Zm)\X/\

onde my é a correspondente multiplicidade do caracter y, associado a particao A de
n. Com esta decomposicao, podemos definir uma sequéncia, onde o n-ésimo termo
¢ dado por:

my(A) ;== maxmy, n > 1.
AFn

Esta sequéncia é chamada sequéncia de multiplicidades de A.
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Em 1983, Berele e Regev|[Ber-Reg| provaram que a sequéncia {m,(A)},>1 é li-
mitada polinomialmente, ou seja, existem constantes c e t em F' tais que:

mu(A) <en', Vn>1.

Notemos que se A é uma &lgebra nilpotente de expoente N entao P,(A) é o
modulo nulo {0} para qualquer n > N. Caso A nao seja uma PI-dlgebra nilpotente,
definimos:

mlt(A) := limsup log,m,(A).

n—oo

Além disso, sabemos que se existem constantes a,b € F' e ng € N tais que
an' < m,(A) <bn' V n > n,
entao

lim sup log,m,(A) =t

n—oo

e portanto, mlt(A) realmente captura o comportamento polinomial da sequéncia de
multiplicidades de A: {m,,(A)},>1.

No artigo [Gia-Ben-Svi|, os matematicos Giambruno, Benanti e Sviridova deter-
minaram o valor preciso de mlt(A) para algumas dlgebras A de Pl-expoente pe-
queno, particularmente para aquelas onde exp(A) = 2. Além disso, caracterizam as
PI-algebras finitamente geradas(PI-dlgebras geradas, como élgebra, por um nimero
finito de elementos) para as quais mit(A) = 1 mostrando que essas sdo exatamente
as de Pl-expoente 2.

O primeiro fato que destacamos deste trabalho(com a notacao do Exemplo 4.39)
o seguinte teorema que sintetiza quatro lemas importantes desse artigo:

Teorema 4.51. (Lemas 3.1, 3.3, 3.4 ¢ 3.5).

o mlit(Az) = mit(Ay) = 3.

Como consequéncia desse teorema e do Teorema Fundamental de Giambruno e
Zaicev(Teorema 4.40), eles concluiram o seguinte:
Corolario 4.52 (Corolario 3.7). Se A é uma Pl-dlgebra com exp(A) > 2 entdo
milt(A) > 1.

Para garantir a caracterizagao citada, no final do artigo foi provado o seguinte
teorema:

Teorema 4.53 (Teorema 4.3). Se A é uma Pl-dlgebra finitamente gerada entao sao
equivalentes:
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o mit(A) < 1;
o cop(d) <2

o UT3(F), My(F) ¢ var(A).

Notemos que mlt(A) = 0 se, e s6 se, m, < ¢, ¥ n > 1(c é uma constante inteira
positiva).

Um resultado devido a Mishchenko, Regev e Zaicev[Mis-Reg-Zai] mostra que
my, < ¢, ¥Yn>1se, esé se UlL(F) ¢ var(A). Assim, mit(A) = 0 é equivalente
a UTy(F) ¢ var(A). Por outro lado, pode-se mostrar que, A ser finitamente ge-
rada é equivalente ao fato de G ¢ var(A). Uma demonstragao desse fato pode ser
encontrada em [Gia-Zai4].

Portanto se A é uma Pl-algebra finitamente gerada e mlt(A) = 0 entdo G e
UTy(F) nao pertencem a var(A). Logo, pelo Teorema do PI-Expoente de Ke-
mer(Teorema 4.38), temos que exp(A) < 1. Reciprocamente, se exp(A) < 1 entdo
mlt(A) =0 e A é finitamente gerada.

Consequentemente

Coroléario 4.54 (Corolério 4.4). Se A € uma Pl-dlgebra finitamente gerada entao
sao equivalentes:

o mit(A) =1;
o cap(A) =2;
o UT3(F), My(F) ¢ var(A) e UTy(F) € var(A).

Por fim, citamos que além da conjectura de Amitsur sobre o Pl-expoente, na
década de 1980, Regev conjecturou uma afirmagao interessante: para qualquer PI-
algebra A, existem constantes ¢ € R, d, q € Z, com d > 0 tais que:

en(A) = en3d®, quando n — co.

)

Observagao 4.55. Na notacdo acima, f(n) ~ g(n) significa que lim 7
n—oo g(n

Em 2008, Gordienko|[Gordienko] provou que a conjectura de Regev era verdadeira
para Pl-algebras de Pl-expoente 2 e deu uma nova demonstracao da conjectura

para Pl-dlgebras de Pl-expoente 1(a demonstragao original foi dada pelo algebrista
Drensky|[Drensky2|, em 1989).

A prova para o caso em que o Pl-expoente de uma F-algebra A é 2 usa fortemente
o método de Giambruno e Zaicev para o calculo do exp(A), dado na Observagao 4.7.
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